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Teorija Rimanovih i semi-Rimanovih podmnogostrukosti je jedna od na-
jinteresantnijih oblasti u klasi~noj i savremenoj diferencijalnoj ge-
ometriji. Pored toga, diferencijalna geometrija podmnogostrukosti u
prostorima Minkovskog je oblast istra`ivawa koja je posledwem peri-
odu dala mnoge nove rezultate, naro~ito u teoriji svetlosnih podmno-
gostrukosti.
U ovoj doktorskoj disertaciji predstavqene su neke specijalne vrste
krivih, repera i povr{i u prostorimaMinkovskog. Dobijene su eksplici-
tne parametarske jedna~ine prostornih rektifikacionih krivih u prosto-
ruMinkovskogE31 ~ija je projekcija na prostornu, vremensku ili svetlosnu
ravan normalna kriva. Tako|e su date eksplicitne parametarske jedna~ine
prostornih normalnih krivih u istom prostoru ~ija je projekcija na sve-
tlosnu ravan u odnosu na izabranu skrin distribuciju rektifikaciona
W -kriva.
Dokazano je da ne postoje nulManhajmove krive u prostoruMinkovskog
R31. Tako|e je dokazano da su jedine pseudo nulManhajmove krive pseudo nul
kru`nice i pseudo nul prave linije. Pojam Manhajmovih krivih je daqe
uop{ten uvo|ewem uop{tenih nulManhajmovih krivih u prostor-vremenu
Minkovskog. Data je karakterizacija takvih krivih i wihovih uop{tenih
pridru`enih krivih u terminima wihovih funkcija krivine. Posebno,
dobijene su relacije izme|u repera pomenutih parova krivih. Tako|e su
definisane uop{tene pseudo nulManhajmove krive i uop{tene parcijalno
nul Manhajmove krive u prostor-vremenu Minkovskog R41. Dokazano je da
ne postoje negeodezijske uop{tene parcijalno nul Manhajmove krive raz-
matrawem mogu}nosti da su wima pridru`ene krive prostorne, vremenske,
nul Kartanove, parcijalno nul, ili pseudo nul Freneove krive.
Uvedena je Baklundova transformacija pseudo nul i nul Kartanove
krive u prostoru Minkovskog R31 kao transformacija koja preslikava
pseudonulilinulKartanovu helisu u pseudonulilinulKartanovu helisu
kongruentnu polaznoj helisi. Navedeni su dovoqni uslovi za transforma-
ciju dveju nulKartanovih ili pseudo nul krivih, pri kojima te krive imaju
jednake i konstantne torzije. Pomo}u Da Riosove jedna~ine vrtlo`nog
vlakna koja se zasniva na lokalnoj indukcijskoj aproksimaciji, izvedena je
jedna~ina vrtlo`nog vlakna nul Kartanove krive i odre|ena evoluciona
jedna~ina wene torzije. Tako|e je dobijena jedna~ina vrtlo`nog vlakna




U disertaciji su definisani Bi{opovi reperi pseudo nul krive i
dokazano je da se normalni Bi{opovi vektori N1 i N2 mogu dobiti pri-
menom hiperboli~ke rotacije, odnosno kompozicije tri rotacije oko dve
svetlosne i jedne prostorne ose na Freneove vektore N i B redom. Tako|e
je definisan Bi{opov reper nulKartanove krive i dokazano da od svih nul
Kartanovih krivih, jedino nul Kartanova kubna kriva ima dva Bi{opova
repera, od kojih se jedan poklapa sa wenim Kartanovim reperom.
Na kraju disertacije je uveden pojam uvijenih povr{i druge vrste u
prostoru Minkovskog R31. Klasifikovane su sve nedegenerativne uvijene
povr{i druge vrste kao ravne, minimalne, ili sa konstantnom Gausovom
ili sredwom krivinom u odnosu na izabrani svetlosni transverzalni vek-
torski snop. Tako|e je dokazano da su svetlosne uvijene povr{i druge
vrste u odnosu na izabrani svetlosni transverzalni vektorski snop sve-
tlosni konusi, svetlosne binormalne povr{i sa pseudo nul direktrisom
i svetlosne prenosne povr{i sa nul prenosima ~ija direktrisa le`i na
svetlosnom konusu.
Kqu~ne re~i
Prostor Minkovskog, Manhajmova kriva, rektifikaciona kriva, nor-
malna kriva, Bi{opov reper, Baklundova transformacija krive, vrtlo`no




The theory of Riemannian and semi-Riemannian submanifolds is one of the
most interesting areas in classical and modern differential geometry. Besides,
differential geometry of submanifolds in Minkowski spaces is the reasearch
area that recently has given many new results in investigations, in particular
in the theory of lightlike submanifolds.
In this thesis, we present some special types of curves, frames and surfaces
in Minkowski spaces. We obtain explicit parameter equations of the space-
like rectifying curves in Minkowski space R31 whose projection onto spacelike,
timelike and lightlike plane is a normal curve. We also obtain explicit pa-
rameter equations of the spacelike normal curves in the same space whose
projection onto lightlike plane with respect to a chosen screen distribution,
is a rectifying W-curve.
In this thesis it is proved that there are no null Mannheim curves in
Minkowski space R31. It is also proved that the only pseudo null Mannheim
curves in Minkowski space R31 are pseudo null straight lines and pseudo null
circles. The notion of Mannheim curves is further generalized by introduc-
ing the generalized null Mannheim curves in Minkowski space-time. Such
curves and their generalized Mannheim mate curves are characterized in
terms of their curvature functions. In particular, the relations between their
frames are obtained. In this thesis we also define the generalized partially
null Mannheim curves and the generalized pseudo null Mannheim curves in
Minkowski space-time R41. We prove that there are no non-geodesic gener-
alized partially null Mannheim curves, by considering the cases when the
corresponding mate curve is spacelike, timelike, null Cartan, partially null,
or pseudo null Frenet curve.
We introduce Bäcklund transformation of pseudo null and null Cartan
curve in Minkowski space R31 as the transformation which maps pseudo null
or null Cartan helix to another pseudo null or null Cartan helix, congruent to
the given one. We give the sufficient conditions for a transformation between
two null Cartan curves, or two pseudo null curves, such that these curves have
equal constant torsions. By using the Da Rios vortex filament equation based
on localized induction approximation, we derive the vortex filament equation
for a null Cartan curve and obtain evolution equation for its torsion. We also
obtain the vortex filament equation for a pseudo null curve and prove that
the evolution equation for its torsion is the viscous Burger’s equation.
In this thesis the Bishop frames of the pseudo null curves are derived
and it is shown that the normal Bishop vectors N1 and N2 can be obtained
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Abstract
by applying the hyperbolic rotation and the composition of three rotations
about two lightlike and one spacelike axis to the Frenet vectors N and B
respectively. We also derive the Bishop frame of a null Cartan curve and
show that among all null Cartan curves in R31, only the null Cartan cubic
has two Bishop frames, one of which coincides with its Cartan frame.
Finally, we introduce the notion of the second kind twisted surfaces in
Minkowski space R31. We classify all non-degenerate second kind twisted
surfaces in terms of flat, minimal, constant Gaussian and constant mean cur-
vature surfaces, with respect to a chosen lightlike transversal vector bundle.
We also prove that a lightlike second kind twisted surfaces with respect to
a chosen lightlike transversal vector bundle, are the lightcones, the lightlike
binormal surfaces over pseudo null base curve and the lightlike ruled surfaces
with null rulings whose base curve lies on lightcone.
Key words
Minkowski space, Mannheim curve, rectifying curve, normal curve, Bishop





Izrada ove doktorske disertacije realizovana je na Prirodnomatema-
ti~kom fakultetu Univerziteta u Kragujevcu, pod mentorstvom prof. dr
Emilije Ne{ovi}, vanrednog profesora Prirodnomatemati~kog fakul-
teta Univerziteta u Kragujevcu. Rezultati istra`ivawa objavqeni su
u okviru rada na projektu Geometrija, obrazovawe i vizuelizacija sa
primenama" (#174012), koji finansira Ministarstvo prosvete, nauke i
tehnolo{kog razvoja Republike Srbije.
Diferencijalna geometrija mnogostrukosti u prostoru Minkovskog je
oblast geometrije koja je posledwih godina dala nove rezultate u istra-
`ivawima, naro~ito u geometriji svetlosnih (degenerativnih) mnogo-
strukosti. Svetlosne mnogostrukosti su modeli kona~nog, Ko{ijevog i
Kruskalovog horizonta koji se prou~avaju u teoriji relativnosti. Ge-
ometrijske osobineprostornihivremenskihmnogostrukosti uprostorima
Minkovskog su analogne osobinama Rimanovih mnogostrukosti. Me|u-
tim, svetlosne mnogostrukosti imaju nove osobine koje se ne mogu sresti u
nedegenerativnom slu~aju. Najzna~ajnija razlika izme|u degenerativnih i
nedegenerativnih mnogostrukosti ogleda se u ~iwenici da normalni snop
degenerativnih mnogostrukosti se~e wihov tangentni snop.
Tema doktorske disertacije su neke specijalne vrste krivih, repera i
povr{i u 3-dimenzionalnom i 4-dimenzionalnom prostoru Minkovskog.
Disertacija je podeqena na ~etiri glave, a svaka glava je podeqena na
poglavqa. Prva glava je uvodnog karaktera i obuhvata materiju ~ije je
poznavawe neophodno za predstavqawe originalnih rezultata koji su obja-
vqeni u referencama [37]- [40] i [42]- [45].
U poglavqu 1.1 dati su osnovni pojmovi u prostoru Minkovskog R31.
Poglavqe 1.2 posve}eno je semi-Rimanovimmnogostrukostima sanaglaskom
na krivama kao jednodimenzionalnim mnogostrukostima. U poglavqu 1.3
govorimo o razlagawu tangentnog snopa svetlosnih podmnogostrukosti. U
poglavqima 1.4 i 1.5 dat je pregled odgovaraju}ihFreneovih i Kartanovih
repera krivih u prostorimaMinkovskogR31 iR41. Elementarna geometrija
povr{i u prostoru Minkovskog izlo`ena je u poglavqu 1.6, dok su neke
karakteristi~ne klase povr{i razmatrane u poglavqu 1.7. Poglavqe 1.8
posve}eno je normalnim i rektifikacionim krivama u euklidskom pro-
storu i prostoru Minkovskog. O Manhajmovim parovima krivih u eu-
klidskom prostoru i u prostoru Minkovskog, govorimo u poglavqu 1.9.
Baklundove transformacije krivih i jedna~ina vrtlo`nog vlakna u eu-
klidskom prostoru i prostoru Minkovskog izlo`eni su u poglavqu 1.10.
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Predgovor
U poglavqu 1.11 data je definicija Bi{opovog repera (relativno para-
lelnog adaptiranog repera) krivih u euklidskom prostoru i u prostoru
Minkovskog. Posledwe poglavqe 1.12 posve}eno je uvijenim povr{ima i
wihovim parametrizacijama.
Udrugoj glaviizlo`eni suoriginalnirezultatidoktorske disertacije
koji se odnose na neke specijalne vrste krivih u prostorima Minkovskog
R31 i R41. U poglavqu 2.1 dat je prikaz rezultata iz rada [45], gde se go-
vori o rektifikacionim i normalnim krivama u prostoru Minkovskog
R31. Preciznije, date su veze izme|u prostorne rektifikacione krive i
wene orogonalne projekcije na neku prostornu ili vremensku ravan, pri
~emu se zahteva da tako projektovana kriva bude normalna kriva, i obr-
nuto. Sadr`aj poglavqa 2.2 obuhvata rezultate objavqene u radu [38] i
odnosi se na nul i pseudo nul Manhajmove krive u prostoru Minkovskog
R31. Dokazano je da nul Manhajmove krive u prostoru Minkovskog R31 ne
postoje, dok pseudo nul Manhajmove krive postoje samo kao specijalan
slu~aj. U poglavqima 2.3 i 2.4 su prikazani originalni rezultati radova
[37] i [42]. Definisane su uop{tene nul, uop{tene pseudo nul i uop{tene
parcijalno nul Manhajmove krive i dobijene su veze izme|u repera krivih
koje ~ine par uop{tenih Manhajmovih krivih. U poglavqima 2.5 i 2.6
izlo`eni su originalni rezultati radova [40] i [39] redom koji se odnose
na Baklundove transformacije pseudo nul i nul Kartanovih krivih. Pri-
menom Da Riosove jedna~ine vrtlo`nog vlakna, dobijen je vektor brzine
vrtlo`nog vlakna pseudo nul krive i nul Kartanove krive, kao i evoluci-
one jedna~ine krivine i torzije pomenutih krivih.
Tre}a glava predstavqa pregled originalnih rezultata doktorske di-
sertacije koji su publikovani u radu [43]. U ovoj glavi uveden je Bi{opov
reper {T1, N1, N2} pseudo nul i nul Kartanove krive u trodimenzionalnom
prostoru Minkovskog. Za Bi{opov reper {T1, N1, N2} pseudo nul krive
va`i da su vektorska poqaN1
′ iN2
′ kolinearna sa tangentnim vektorskim
poqemT1 tog repera, dok kod Bi{opovog repera {T1, N1, N2} nulKartanove
krive imamo kolinearnost vektorskih poqa N1
′ i N2
′ sa vektorskim po-
qemN2 tog repera. Odre|ene su veze izme|u Bi{opovog iFreneovog repera
pseudo nul krive, odnosno izme|u Bi{opovog i nul Kartanovog repera nul
Kartanove krive i navedene su geometrijske interpretacije tih veza.
U ~etvrtoj glavi dati su originalni rezultati doktorske disertacije
objavqeni u radu [44]. U woj se govori o specijalnim vrstama povr{i u
prostoruMinkovskogR31, koje predstavqaju uop{tewe rotacionih povr{i
i koje se nazivaju dvostruko rotacione povr{i, ili uvijene povr{i druge
vrste. Date su parametrizacije pomenutih povr{i, a zatim je izvr{ena
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Prva glava je uvodnog karaktera. U woj su date definicije osnovnih poj-
mova iz semi-Rimanove geometrije koji su bili neophodni za dokazivawe
originalnih rezultata disertacije, a koji su navedeni u drugoj, tre}oj i
~etvrtoj glavi. Kao {to je nagove{teno u Predgovoru, u poglavqima 1.1-
1.12 prve glave data je definicija semi-Rimanove mnogostrukosti i uveden
je pojam kauzalnog karaktera te mnogostrukosti, kao i odgovaraju}ih pot-
prostora. Detaqno su opisaneFreneove iKartanove formule prostornih,
vremenskih i nul krivih u prostorima Minkovskog R31 i R41. Tako|e su
opisani reperi krive u euklidskom prostoru i prostorimaMinkovskog sa
svojstvom minimalne rotacije (Bi{opovi reperi), kao i neke specijalne
klase krivih i povr{i u tim prostorima. Sadr`aj poglavqa 1.1 zasniva
se na referencama [58], [62], [69].
1.1 Osnovni pojmovi u prostoru Minkovskog
Definicija 1.1. Simetri~na bilinearnaformanakona~no-dimenzionalnom
realnom vektorskom prostoru V je R-bilinearna funkcija B : V × V → R
takva da je B(u, v) = B(v, u), za u, v ∈ V .
Definicija 1.2. Simetri~na bilinearna forma B : V × V → R je:
(1) pozitivno (negativno) definitna, ako je B(v, v) > 0 (B(v, v) < 0) za
svako v 6= 0;
(2) pozitivno (negativno) semi-definitna, ako je B(v, v) ≥ 0 (B(v, v) ≤ 0)
za svako v ∈ V ;
(3) nedegenerativna, ako iz relacijeB(u, v) = 0 za svako u ∈ V sledi v = 0.
Definicija 1.3. Indeks simetri~ne bilinearne forme B : V × V → R na
realnom vektorskom prostoru V ozna~ava dimenziju najve}eg podprostora
W ⊂ V na kome je B|W negativno definitna.
Definicija 1.4. Skalarni proizvod 〈·, ·〉 na kona~no-dimenzionalnom re-
alnom vektorskom prostoru V je nedegenerativna simetri~na bilinearna




Definicija 1.5. Prostor Minkovskog R31 je realan trodimenzionalni vek-
torski prostor R3 snabdeven indefinitnim skalarnim proizvodom in-
deksa 1, takvim da je
〈v, u〉 = −v1u1 + v2u2 + v3u3
za svaka dva vektora v = (v1, v2, v3) i u = (u1, u2, u3) prostora R31.
Kako vrednost skalarnog proizvoda 〈v, v〉 u Definiciji 1.5 mo`e biti
pozitivna, negativna, ili jednaka nuli, imamo slede}a tri kauzalna karak-
tera vektora.
Definicija 1.6. Proizvoqan vektor v 6= 0 prostora R31 je prostorni, vre-
menski ili nul, ako je redom 〈v, v〉 > 0, 〈v, v〉 < 0 ili 〈v, v〉 = 0. Posebno,
vektor v = 0 je prostorni vektor.
Definicija 1.7. Svetlosni konus u prostoru Minkovskog R31 je kvadrika
C = {(v1, v2, v3) ∈ R31| − v21 + v22 + v23 = 0}\{(0, 0, 0)}.
Prostorni vektori se nalaze izvan svetlosnog konusa, dok su vremenski
vektori unutar ovog konusa i ~ine vremenski konus
T = {(v1, v2, v3) ∈ R31| − v21 + v22 + v23 < 0}.
Kako skalarni proizvod 〈v, v〉 mo`e biti negativan realan broj, norma




Norma svetlosnih vektora jednaka je nuli, a jedini~ni (normirani) vek-
tori su vektori za koje va`i ||v|| = 1.
Stav 1.1. Ako je B = {e1, e2, e3} ortonormirana baza prostora R31, m broj
vremenskih vektora u toj bazi i V maksimalan potprostor prostora R31 na
kome je skalarni proizvod negativno definitan, tada jem = dim(V ).
Postojawe kauzalnog karaktera vektora povla~i i postojawe kauzalnog
karaktera potprostora U ⊂ R31 koji odre|ujemo na osnovu osobina skalar-
nog proizvoda 〈 , 〉|U indukovanog na U .
Definicija 1.8. Neka je U potprostor prostora R31. Tada je U prostorni,
vremenski ili svetlosni (nul, degenerativan) potprostor, ako je redom




Prostorni i vremenski potprostori se nazivaju nedegenerativnim pot-
prostorima. Napomenimo da je kauzalni karakter potprostora Lin{v}
generisanog vektorom v ∈ R31, ujedno i kauzalni karakter vektora v.
Definicija 1.9. Vektori u i v u prostoruR3 su ortogonalni, ako je 〈u, v〉 =
0.
Interesantna osobina svetlosnih vektora, a pritom joj ne postoji ekvi-
valent u euklidskom prostoru, je da je svaki svetlosni vektor ortogonalan
na isti vektor. Bez obzira na pomenutu razli~itost, ortogonalni komple-




x ∈ R31|〈x, U〉 = 0
}
.
Stav 1.2. Ako je 〈 , 〉 skalarni proizvod definisan na n-dimenzionalnom vek-
torskom prostoru V , a U potprostor tog prostora, tada je:
(1) dim(U⊥) = n− dim(U).
(2) (U⊥)⊥ = U .
(3) Ako jeU nedegenerativan potprostor, tada je i ortogonalni komplement
U⊥ nedegenerativan potprostor.
(4) V = U ⊕ U⊥ ako i samo ako je skalarni proizvod 〈 , 〉|U nedegenerativan.
Kauzalni karakter potprostora odre|uje kauzalni karakter odgovara-
ju}eg ortogonalnog komplementa na slede}i na~in.
Stav 1.3. Neka je U potprostor prostora R31. Tada je:
(1) U prostorni potprostor ako i samo ako je U⊥ vremenski potprostor;
(2) U vremenski potprostor ako i samo ako je U⊥ prostorni potprostor;
(3) U svetlosni potprostor ako i samo ako je U⊥ svetlosni potprostor.
Posledica 1.1. Ako je v prostorni (respektivno vremenski, nul) vektor,
tada je v⊥ = Lin{v}⊥ vremenski (respektivno prostorni, nul) potprostor.
Stav 1.4. U prostoru Minkovskog R31 va`e slede}a tvr|ewa:
(1) dva nul vektora su ortogonalna ako i samo ako pripadaju istoj pravoj na
svetlosnom konusu.
(2) ako su u i v vremenski i nul vektor, tada oni nisu me|usobno ortogonalni.
(3) ne postoje dva me|usobno ortogonalna vremenska vektora.
(4) za svetlosni potprostor U va`i dim(U ∩ U⊥) = 1.
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Slede}a tri stava opisuju neke karakteristike vremenskih i svetlosnih
potprostora.
Stav 1.5. Ako jeV ravan u prostoruR31, tada su slede}i uslovi ekvivalentni:
(1) V je vremenska ravan;
(2) V sadr`i dva linearno nezavisna svetlosna vektora;
(3) V sadr`i vremenski vektor.
Stav 1.6. Ako je V potprostor od R31, tada su slede}i uslovi ekvivalentni:
(1) V je svetlosni potprostor;
(2) V ne sadr`i vremenski vektor, a sadr`i svetlosni vektor;
(3) V ∩ C = L\{(0, 0, 0)} i dim(L) = 1, gde je C svetlosni konus.
Vektorski i me{oviti proizvod vektora u prostoru Minkovskog R31
imaju {iroku primenu. Navodimo definicije tih proizvoda, koje su
analogne wihovim definicijama u euklidskom slu~aju.
Definicija 1.10. Vektorski proizvod vektora u i v prostora R31 je je-
dinstveni vektor u× v takav da za svako w ∈ R31 va`i jednakost
〈u× v, w〉 = det(u, v, w).







gde je u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) i {e1, e2, e3} standardna baza prostora
R31.
Stav 1.7. Ako su u i v vektori prostora Minkovskog R31, tada je:
(1) u× v = −v × u;
(2) vektor u× v je ortogonalan na vektorima u i v;
(3) u× v = ~0 ako i samo ako su u i v kolinearni;
(4) 〈u× v, u× v〉 = 〈u, v〉2 − 〈u, u〉〈v, v〉.
Definicija 1.11. Me{oviti proizvod vektora u, w i v u prostoru R31 glasi








Izometrije u semi-Rimanovoj geometriji su vrlo va`ne geometrijske
transformacije. One se uvode slede}om definicijom.
Definicija 1.12. Linearna transformacija f : R31 → R31 je izometrija, ako
~uva skalarni proizvod vektora, tj. ako je
〈f(u), f(v)〉 = 〈u, v〉,
za u, v ∈ R31.
Izometrijska transformacija u prostoruMinkovskog se tako|e naziva
i Lorencovom transformacijom, a skup svih matrica ovih transformacija
sa standardnom operacijom mno`ewa matrica ~ini Lorencovu grupu.
Rotacije u prostoru Minkovskog R31 su izometrije koje svaku ta~ku
na osi rotacije preslikavaju u istu ta~ku. S obzirom da osa rotacije
mo`e biti prostorna, vremenska ili nul, imamo razli~ite oblike matrica
rotacije. Neka je {e1, e2, e3} standardna baza prostora R31.
(1) Ako je osa rotacije p vremenska prava, tada je p = Lin{e1}, pa je
matrica prostorne rotacije (rotacije u prostornoj ravni normalnoj
na osu p) za ugao ϕ oblika
Λ =
 1 0 00 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ
 .
(2) Ako je osa rotacije p prostorna prava, tada je p = Lin{e3} ili p =
Lin{e2}, pa matrice vremenskih rotacija (rotacija u vremenskim
ravnima normalnim na osu p) za ugao ϕ glase
Λ =
 coshϕ sinhϕ 0sinhϕ coshϕ 0
0 0 1
 , Λ =
 coshϕ 0 sinhϕ0 1 0
sinhϕ 0 coshϕ
 .
(3) Ako je osa rotacije p svetlosna prava, tada je p = Lin{e1 + e2}.
Matrica svetlosne rotacije oko svetlosne ose p za ugao ϕ glasi
Λ =









1.2 Semi - Rimanove mnogostrukosti
Definicija 1.13. Metri~ki tenzor g na glatkoj mnogostrukosti M je
simetri~no nedegenerativno (0, 2)-tenzorsko poqe na M konstantnog in-
deksa.
Definicija 1.14. Semi-Rimanova mnogostrukost je glatka mnogostrukost
M snabdevena metri~kim tenzorom g.
Definicija 1.15. Indeks ν semi-Rimanove mnogostrukosti predstavqa in-
deks skalarnog proizvoda gp na tangentnom prostoru Tp(M) mnogostruko-
stiM , pri ~emu je 0 ≤ ν ≤ dimM .
Semi-Rimanove mnogostrukosti se ~esto nazivaju i pseudo-Rimanove
mnogostrukosti.
Posebno, ako je ν = 0 mnogostrukost M je Rimanova mnogostrukost.
Ako je ν = 1 i dimM ≥ 2, mnogostrukost M se naziva Lorencova
mnogostrukost. Mnogostrukost Rn snabdevena metri~kim tenzorom kon-
stantnog indeksa ν naziva se semi-euklidski prostor i ozna~ava sa Rnν .
Prostor Minkovskog Rn1 dimenzije n je n-dimenzionalni semi-euklidski
prostor indeksa 1.
Krive u prostoru Minkovskog posmatramo kao jednodimenzionalne
mnogostrukosti tog prostora.
Definicija 1.16. Kriva α na semi-Rimanovoj mnogostrukostiM je glatko
preslikavawe α : I →M , pri ~emu je I otvoreni interval realne prave.
Kriva α je regularna ako je α′(t) 6= 0 za svako t ∈ I . Vektor brzine krive
α je vektor α′(t), tangentan na krivu u ta~ki α(t).
Definicija 1.17. Kriva α : I → M na semi-Rimanovoj mnogostrukostiM
je lokalno prostorna, vremenska ili nul (svetlosna, izotropna), ako su svi
weni vektori brzine redom prostorni, vremenski ili nul.
Kriva α ne mora imati isti kauzalni karakter na ~itavom domenu I .
Definicija 1.18. Ako je α : I → M ne-nul kriva na semi-Rimanovoj mno-
gostrukostiM , tada funkciju




nazivamo funkcijom du`ine luka krive α.
17
1 Uvod
Kako je kod ne-nul krive s′(t) = ‖α′(t)‖ 6= 0, krivu α mo`emo parame-
trizovati funkcijom du`ine luka s = s(t).
Definicija 1.19. Ne-nul kriva α je prirodno parametrizovana, ako je pa-
rametrizovana du`inom luka s. Du`ina luka s se naziva prirodnim para-
metrom.
Ako je kriva α prirodno parametrizovana, tada je wen vektor brzine u
svakoj ta~ki jedini~ni, tj. ‖α′(s)‖ = 1.
Nul krive se ne mogu parametrizovati funkcijom du`ine luka kao ne-
nul krive, jer je wihov tangentni vektor nul vektor. Za takve krive imamo
posebnu funkciju kojom se one mogu parametrizovati, a koju je uveo W.B.
Bonnor ([13]).
Definicija 1.20. Ako je α : I → M nul kriva na semi-Rimanovoj mno-
gostrukostiM , tada funkciju






nazivamo funkcijom pseudo du`ine luka krive α.
Za nul krivuα ka`emoda je parametrizovanaparametrom pseudo du`ine
luka s, ako je 〈α′′(s), α′′(s)〉 = 1. Pomenuta nul kriva se naziva nul Kar-
tanovom krivom.
Definicija 1.21. Neka je α kriva na semi-Rimanovoj mnogostrukosti i
v diferencijabilno vektorsko poqe du` te krive. Za vektorsko poqe v
ka`emo da je paralelno du` krive α, ako je∇α′v = 0.
Definicija 1.22. Kriva α naziva se geodezijskom krivom, ako je vektorsko
poqe α′ paralelno du` α, odnosno ako je ∇α′α′ = λα′ za neku glatku
funkcijuλdu`α. Specijalno, ne-nul krivaαmo`e se prirodnoparametri-
zovati tako da je∇α′α′ = 0.
Geodezijska kriva ima isti kauzalni karakter u svakoj svojoj ta~ki, jer
je 〈α′, α′〉 = constant.
18
1 Uvod
1.3 Tangentni snop svetlosnih podmnogostrukosti
Tangentni snop svetlosnih podmnogostrukosti se bitno razlikuje od
tangentnog snopa nedegenerativnih podmnogostrukosti. U ovom poglavqu
navodimo razlike izme|u pomenutih snopova.
Neka je (M, g) svetlosna hiperpovr{ (m + 2)-dimenzionalne semi-Ri-
manove mnogostrukosti (M̄, ḡ) konstantnog indeksa q ∈ {1, . . . ,m+ 1}, gde
je g degenerativna metrika naM , a ḡ nedegenerativna metrika na M̄ . Kako
je metrika na M degenerativna, postoji vektorsko poqe ξ 6= 0 na M tako
da je
g(ξ,X) = 0,
za svako X ∈ Γ(TM), gde je Γ(TM) prostor glatkih preseka od TM .
Radikalni ili nul prostor prostora TxM u ta~ki x ∈M je potprostor
definisan sa
RadTxM = {ξ ∈ TxM | g(ξ,X) = 0, ∀X ∈ TxM}.
Tada je
RadTxM = TxM ∩ TxM⊥.
Kako je kod hiperpovr{i dim(TxM
⊥) = 1, na osnovu prethodne relacije
sledi da je RadTxM = TxM
⊥. Radikalni prostor se tako|e naziva ra-
dikalna (nul) distribucija na M . Kako prostori TxM i TxM
⊥ imaju
netrivijalan presek, wihova suma nije jednaka tangentnom snopu TM̄ , {to
zna~i da se proizvoqan vektor snopa TM̄ ne mo`e jedinstveno zapisati
kao zbir tangentne i normalne komponente. Kao posledica ove ~iwenice,
standardne formule za drugu fundamentalnu formu i Gaus-Vajgartenove
formule koje va`e u nedegenerativnom slu~aju, ne va`e za svetlosne hiper-
povr{i. Da bi se prevazi{ao ovaj nedostatak, K. Dagl i A. Be`anku su
u kwizi [8] uveli geometrijski metod kojim se tangentni snop mo`e ra-
zlo`iti na tri vektorska snopa, od kojih su dva svetlosna i jedan nede-
generativan. Neka je S(TM) vektorski snop komplementaran radikalnom
prostoru RadTM na TM , tako da je
T M = RadTM ⊕ S(TM).
Vektorski snop S(TM) se naziva skrin (pregradna) distribucija na M .
Kako je distribucija S(TM) nedegenerativna, wen ortogonalni komple-
ment S(TM)⊥ je tako|e nedegenerativna distribucija. Prema tome, va`i
slede}a dekompozicija
TM̄ |M = S(TM)⊕orth S(TM)⊥.
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gde je ⊕ ortogonalna suma snopova. Me|utim, prethodna dekompozicija
nije jedinstvena, jer zavisi od izbora skrin distribucije S(TM). Na
osnovu slede}e teoreme, za svaki izbor skrin distribucije S(TM) postoji
jedinstveni svetlosni transverzalni vektorski snop ltr(TM) na TM̄ |M .
Teorema 1.1. ([26]) Neka je (M, g) svetlosna hiperpovr{ semi-Rimanove mno-
gostrukosti (M̄, ḡ)tako da je S(TM)⊥ = RadTM⊕ltr(TM). Pretposta-
vimo da je V ∈ Γ∞(U , ltr(TM)) nenula presek lokalno definisan na otvo-
renom skupu U ⊂ M̄ . Tada za svaki nenula presek ξ radikalnog prostora
RadTM na koordinatnoj okolini U ⊂M va`i:
(1) ḡ(ξ, V ) 6= 0;




{V − ḡ(V, V )
2ḡ(ξ, V )
ξ},
tada je svetlosni transverzalni snop ltr(TM) jedinstveni vektorski snop
nad M ranga 1 tako da na svakoj okolini U ⊂ M postoji jedinstveno vek-
torsko poqe NV ∈ Γ(ltr(TM)|U) koje zadovoqava uslove
ḡ(NV , NV ) = 0, ḡ(ξ,NV ) = 1;
(3) Tangentni snop TM̄ se mo`e razlo`iti na slede}a tri snopa:
TM̄ |M = RadTM ⊕ S(TM)⊕ ltr(TM) = TM ⊕ ltr(TM).
Pomenuta svojstva tangentnog snopa svetlosnih hiperpovr{i se mogu
uporediti sa svojstvima tangentnog snopa nedegenerativnih krivih.
U tom ciqu, neka je α nedegenerativna (prostorna ili vremenska) kriva
na semi-Rimanovoj mnogostrukosti M . Ako je TM tangentni snop mno-
gostrukostiM i Tα ⊂ TM tangentni snop krive α, normalni snop krive
α je definisan sa
Tα⊥ = {U ∈ TM |〈U, V 〉 = 0,∀V ∈ Tα}.
Tada se tangentni snop mnogostrukosti M mo`e razlo`iti na slede}i
na~in
TM = Tα⊕orth Tα⊥, Tα ∩ Tα⊥ = ∅,
gde je ⊕orth ortogonalna suma snopova.
Neka je sada β nul kriva na semi-Rimanovoj mnogostrukosti. Tada je
Tβ⊥ svetlosni potprostor, pri ~emu je
Tβ ∩ Tβ⊥ = Tβ,
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pa je u ovom slu~aju
TM 6= Tβ ⊕orth Tβ⊥.
Drugim re~ima, proizvoqan vektor w ∈ TpM , u ta~ki p nul krive β na
semi-Rimanovoj mnogostrukosti M , se ne mo`e jedinstveno razlo`iti na
tangentnu i normalnu komponentu u odnosu na nul krivu β. Me|utim,
tangentni snop semi-Rimanove mnogostrukosti TpM u odnosu na nul krivu
se mo`e razlo`iti na tri komplementarna vektorska snopa koji nisu me-
|usobno ortogonalni. Naime, postoji vektorski snop S(Tβ⊥) komplemen-
taran Tβ u Tβ⊥. Tako dobijamo slede}u dekompoziciju
Tβ⊥ = Tβ ⊕ S(Tβ⊥),
gde je⊕ suma snopova i S(Tβ⊥) pregradni (skrin) vektorski snop nul krive
β na mnogostrukosti M . Kako je M parakompaktna mnogostrukost, ovaj
vektorski snop uvek postoji i on je prostorni snop. Stoga du` nul krive
β imamo slede}u dekompoziciju
TM |β = S(Tβ⊥)⊕orth S(Tβ⊥)⊥,
gde je S(Tβ⊥)⊥ ortogonalni komplement vektorskog snopa S(Tβ⊥) u TM |β .
Vektorski snop S(Tβ⊥)⊥ je ranga 2 i sadr`i Tβ. Napomenimo da posledwa
dekompozicija nije jedinstvena, {to je direktna posledica ~iwenice da
pregradni vektorski snop S(Tβ⊥) nije jedinstven. Za izabrani vektorski
snop S(Tβ⊥) nul krive β, postoji jedinstveni nul vektorski snop koji se
naziva transverzalni vektorski snop i ozna~ava sa ntr(β), ~ije su osobine
date u slede}oj teoremi.
Teorema 1.2. ([26]) Neka je β nul kriva na semi-Rimanovoj mnogostrukosti
M , a S(Tβ⊥) wen pregradni vektorski snop.
(i) Tada postoji jedinstveni nul transverzalni vektorski snop ntr(β) =
E nad β, ranga 1, takav da na svakoj koordinatnoj okolini U ⊂ β
postoji jedinstveni nul transverzalni vektor N ∈ Γ(E|U) takav da
va`e relacije
〈β′, N〉 = 1, 〈N,N〉 = 〈N, u〉 = 0, ∀u ∈ Γ(S(Tβ⊥)|U),
pri ~emu je Γ(E|U) prostor glatkih preseka od E|U .
(ii) Tangentni snop TM |β se mo`e razlo`iti na tri disjunktna vektor-
ska snopa
TM |β= Tβ ⊕ tr(β) = (Tβ ⊕ ntr(β))⊕orth S(Tβ⊥),
gde su tr(β) = ntr(β) ⊕orth S(Tβ⊥) i ntr(β) redom transverzalni i




1.4 Freneov i Kartanov reper u prostoru R31
U euklidskom prostoru R3, du` regularne prirodno parametrizo-
vane krive α(s) sa vektorom ubrzawa α′′(s) 6= 0, definisan je pokretni
ortonormirani Freneov reper {T,N,B}. On sadr`i jedini~ni tangentni
vektorT (s) = α′(s), jedini~nivektor glavnenormaleN(s) = α′′(s)/‖α′′(s)‖
i jedini~ni vektor binormale B(s) = T (s) × N(s). Odgovaraju}e Frene-
Sereove formule regularne prirodno parametrizovane krive α glase T ′N ′
B′
 =





Funkcije κ(s) = 〈T ′(s), N(s)〉 i τ(s) = 〈N ′(s), B(s)〉 se redom nazivaju
prva i druga Freneova krivina krive α, odnosno krivina i torzija.
U prostoru Minkovskog u zavisnosti od kauzalnog karaktera krive,
postoje razli~iti adaptirani reperi du` krive. U nastavku navodimo
odgovaraju}eFreneoveformule krivih u 3-dimenzionalnomprostoruMin-
kovskog koje su date u referencama [67], [79].
Slu~aj 1. α je prostorna kriva.
Pretpostavimo da je 〈α′(s), α′(s)〉 = 1. U zavisnosti od kauzalnog
karaktera vektora α′′(s), razlikujemo slede}a tri podslu~aja:
Slu~aj 1.1. 〈α′′(s), α′′(s)〉 > 0.
Tada jeα′′(s) prostorni vektor, pa se vektor glavne normaleN(s) dobija
wegovim normirawem, a vektor binormale B(s) je jedinstveni jedini~ni
vremenski vektor koji je ortogonalan na prostornu ravan {T (s), N(s)}
u svakoj ta~ki α(s) krive α, takav da je Freneov reper {T,N,B} iste
orijentacije kao prostor R31. U ovom podslu~aju, Freneove formule krive
α glase  T ′N ′
B′
 =





Slu~aj 1.2. 〈α′′(s), α′′(s)〉 < 0.
Kako je α′′(s) vremenski vektor, vektor glavne normale N(s) dobija se
wegovim normirawem, dok je vektor binormaleB(s) jedinstveni jedini~ni
prostorni vektor koji je ortogonalan na vremensku ravan {T (s), N(s)} u
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svakoj ta~ki α(s) krive α, tako da je Freneov reper {T,N,B} iste ori-
jentacije kao prostor R31. Odgovaraju}e Freneove formule su oblika T ′N ′
B′
 =





Slu~aj 1.3. 〈α′′(s), α′′(s)〉 = 0.
Kako bismo iskqu~ili mogu}nost da je kriva prava linija, ili da
postoje ta~ke infleksije, pretpostavimo da je α′′(s) 6= 0. Tada je vektor
glavne normale N(s) = α′′(s) nul vektor. U ovom podslu~aju, kriva α
naziva se pseudo nul kriva. VektorbinormaleB(s) je jedinstveninul vektor
ortogonalan na T (s) u svakoj ta~ki α(s) krive α, takav da je 〈N(s), B(s)〉 =
1. Prema tome, Freneove formule pseudo nul krive α glase T ′N ′
B′
 =





pri ~emu je prva krivina κ1(s) = 0 ako je α prava linija, ili κ1(s) = 1 u
ostalim slu~ajevima.
Slu~aj 2. α je vremenska kriva.
Pretpostavimo da je 〈α′(s), α′(s)〉 = −1. Tada je T (s) = α′(s) jedini~ni
tangentni vremenski vektor. Vektor α′′(s) je ortogonalan na T (s), pa
vektor glavne normale N(s) dobijamo normirawem prostornog vektora
α′′(s). Vektor binormaleB(s) je jedinstveni jednini~ni prostorni vektor
koji je ortogonalan na vremensku ravan {T (s), N(s)} u svakoj ta~ki α(s)
krive α, takav da su reper {T,N,B} i prostor R31 isto orijentisani. Na
taj na~in, Freneove formule vremenske krive α su oblika T ′N ′
B′
 =





Slu~aj 3. α je nul kriva.
Pretpostavimo da je α′′(s) 6= 0 i neka je 〈α′′(s), α′′(s)〉 = 1, za svako s.
Ovako parametrizovana nul kriva se naziva nul Kartanova kriva. Tada je
T (s) = α′(s). Vektor N(s) se defini{e kao jedini~ni vektor koji odgo-
vara vektoru α′′. Vektor binormale B(s) predstavqa jedinstveni nul vek-
tor koji je ortogonalan na N(s) u svakoj ta~ki α(s) krive α, takav da je
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〈T (s), B(s)〉 = 1. Reper koji smo uo~ilinaziva seKartanov reper. Formule
nul Kartanove krive α u odnosu na Kartanov reper glase T ′N ′
B′
 =





pri ~emu je prva krivina κ1(s) = 0 ako je α prava linija, ili κ1(s) = 1 u
ostalim slu~ajevima. Druga krivina κ2(s) je proizvoqna funkcija. Nul
Kartanova kriva ~ija je druga krivina κ2(s) = 0, naziva se nul Kartanova
kubna kriva. Za wu je karakteristi~no da ne le`i u ravni.
1.5 Freneov i Kartanov reper u prostoru R41
Prirodnoparametrizovanoj krivojα(s) u euklidskomprostoruR4 mo`e
se pridru`iti odgovaraju}i Freneov reper, pri ~emu se on sastoji od
~etiri ortonormirana vektorska poqa {T,N,B1, B2}. Prva dva vektorska
poqa definisana su kao u trodimenzionalnom slu~aju, dok su B1 i B2 je-
dini~na vektorska poqa prve i druge binormale. Vektorsko poqe B1 je
normalna komponenta vektorskog poqa N ′. Vektorsko poqe B2 je jedin-
stveno jedini~no vektorsko poqe koje je ortogonalno na trodimenzionalni
potprostor {T,N,B1} i takvo da je orijentacija repera {T,N,B1, B2} ista








0 κ1 0 0
−κ1 0 κ2 0
0 −κ2 0 κ3








Funkcije κ1(s), κ2(s) i κ3(s) se redom nazivaju prva, druga i tre}a Fre-
neova krivina krive α. U zavisnosti od kauzalnog karaktera krive, postoje
razli~iti adaptirani reperi na toj krivoj, koji su dati u referencama
[26], [67], [79].
Slu~aj 1. α je prostorna kriva.
Pretpostavimo da je kriva α jedini~ne brzine, tj. 〈α′(s), α′(s)〉 = 1.
Tada je T (s) = α′(s) jedini~ni tangentni vektor krive α, a vektor glavne
normaleN(s) je kolinearan sa vektoromα′′(s). Zavisno od kauzalnog karak-
tera ovog vektora razlikujemo slede}e podslu~ajeve:
1.1. 〈α′′(s), α′′(s)〉 > 0.
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Tada vektor glavne normaleN(s) dobijamo normirawem vektora α′′(s).
Vektor prve binormale B1(s) ima pravac normalne komponente C
⊥ vek-
tora N ′(s) i on mo`e biti prostorni, vremenski ili nul. Prema tome,
razlikujemo tri podslu~aja:
1.1.1. 〈C⊥, C⊥〉 > 0.
Vektor B1(s) dobijamo normirawem normalne komponente C
⊥. Kako su
prva tri vektora prostorni, vektorB2 bi}e jedinstveni jedini~ni vremen-
ski vektor ortogonalan na trodimenzionalni potprostor {T,N,B1} takav
da je orijentacija repera {T,N,B1, B2} ista kao orijentacija prostoraR41.







0 κ1 0 0
−κ1 0 κ2 0
0 −κ2 0 κ3








1.1.2. 〈C⊥, C⊥〉 < 0.
VektorB1(s) je jedini~ni vremenski vektor kolinearan saC
⊥, a vektor
B2(s) je jedinstveni jedini~ni prostorni vektor ortogonalan na trodimen-
zionalni potprostor {T,N,B1} takav da je orijentacija repera {T,N,B1,B2}








0 κ1 0 0
−κ1 0 κ2 0
0 κ2 0 κ3








1.1.3. 〈C⊥, C⊥〉 = 0.
Vektor B1(s) je nul vektor kolinearan sa normalnom komponentom C
⊥,
a vektorB2(s) je jedinstveni nul vektor ortogonalan na ravan {T,N} takav







0 κ1 0 0
−κ1 0 κ2 0
0 0 κ3 0








Kriva α sa nul prvom i drugom binormalom se naziva parcijalno nul




1.2. 〈α′′(s), α′′(s)〉 < 0.
Vektor glavne normale N(s) je vremenski vektor koji dobijamo normi-
rawem vektora α′′(s). Jedini~ni vektor prve binormaleB1(s) je prostorni
vektor kolinearan sa normalnom komponentom C⊥. Vektor druge bi-
normale B2(s) je jedinstveni jedini~ni prostorni vektor ortogonalan
na potprostor {T,N,B1} i takav da je orijentacija Freneovog repera








0 κ1 0 0
κ1 0 κ2 0
0 κ2 0 κ3








1.3. 〈α′′(s), α′′(s)〉 = 0.
Kriva α sa nul glavnom normalom se naziva pseudo nul kriva. Ako je
α′′(s) 6= 0, vektor glavne normale N(s) = α′′(s). Tada je B1(s) jedini~ni
prostorni vektor kolinearan sa N ′(s), a vektor B2(s) je jedinstveni nul
vektor ortogonalan na potprostor {T,B1}, pri ~emu je 〈N,B2〉 = 1. Tada







0 κ1 0 0
0 0 κ2 0
0 κ3 0 −κ2








gde je prva krivina κ1(s) jednaka nuli ako je α prava linija, ili jedinici
u ostalim slu~ajevima.
Slu~aj 2. α je vremenska kriva.
Analogno kao u prvom slu~aju, T (s) = α′(s) je jedini~ni tangentni vre-
menski vektor. Jedini~ni vektor α′′(s)/‖α′′(s)‖ je vektor glavne normale
N(s). Vektor prve binormaleB1(s) je jedini~ni prostorni vektor u pravcu
normalne komponente vektoraN ′(s). VektorB2(s) je jedinstveni jedini~ni
prostorni vektor ortogonalan na vremenski potprostor {T,N,B1} i takav
da je orijentacija repera {T,N,B1, B2} ista kao orijentacija prostoraR41.







0 κ1 0 0
κ1 0 κ2 0
0 −κ2 0 κ3










Slu~aj 3. α je nul kriva.
Nul kriva koja nije nul prava linija se mo`e parametrizovati parame-
trom pseudo luka s tako da je 〈α′′(s), α′′(s)〉 = 1. Tada je α nul Kartanova
kriva sa tangentnim vektorom T (s) = α′(s) i vektorom glavne normale
N(s) = α′′(s). Vektor prve binormale B1(s) je nul vektor ortogonalan na
N(s)ikolinearan sa tangentnomkomponentomvektoraN ′(s). Vektordruge
binormale B2(s) je jedinstveni prostorni jedini~ni vektor ortogonalan
na trodimenzionalnipotprostor {T,N,B1}i takav daorijentacija repera
{T,N,B1, B2} odgovara orijentaciji prostoraR41. Kartanove formule nul







0 κ1 0 0
κ2 0 −κ1 0
0 −κ2 0 κ3








pri ~emu je prva krivina κ1(s) = 0 ako je α prava linija, ili κ1(s) = 1
u ostalim slu~ajevima. Pseudo-ortonormirani reper {T,N,B1, B2} se
naziva Kartanovim reperom nul Kartanove krive α.
1.6 Povr{i u prostoru Minkovskog
U ovom poglavqu prikazana je diferencijalna geometrija povr{i u
prostoru Minkovskog koja je izlo`ena u u referencama [62, 79], a koja je
kori{}ena za dobijawe originalnih rezultata u ~etvrtoj glavi.
Neka je (M, 〈·, ·〉) semi-Rimanova povr{ u n-dimenzionalnom prostoru
MinkovskogRn1 sa indefinitnommetrikom signature (−,+, . . . ,+). Ako je
(u, v) koordintani sistem naM , ozna~imo komponente metri~kog tenzora
sa
E = g11 = 〈∂u, ∂u〉, F = g12 = g21 = 〈∂u, ∂v〉,
G = g22 = 〈∂v, ∂v〉.
Kako je indukovana metrika na semi-Rimanovoj povr{iM nedegenera-
tivna, va`i
EG− F 2 6= 0.




kj = δji =
{
1, za i = j,
0, za i 6= j.
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gde je |g| = |det(gij)| = |EG− F 2| 6= 0.
Neka je M glatka povezana povr{ sa rubom ∂M 6= ∅ i x : M → R31
imerzija, tj. diferencijabilno preslikavawe takvo da je diferencijal tog
preslikavawa dxp : TpM → R31 injektivno preslikavawe. Tangentnu ravan
TpM identifikujemo sa skupom (dx)p(TpM).
Tada metrika x∗(〈 , 〉p) zadovoqava relaciju
x∗(〈 , 〉p)(u, v) = 〈dxp(u), dxp(v)〉, u, v ∈ TpM,
odakle sledida jex : (M,x∗〈 , 〉)→ (R31, 〈 , 〉) izometri~na imerzija. Metrika
x∗〈 , 〉 mo`e biti pozitivno definitna, nedegenerativna i indeksa 1, ili
degenerativna.
Definicija 1.23. Neka jeM povr{ u prostoru R31. Imerzija x : M → R31 je
prostorna (respektivno, vremenska, svetlosna) ako su sve tangentne ravni
(TpM,x
∗(〈 , 〉p)) prostorne (respektivno, vremenske, svetlosne). Povr{ je
nedegenerativna ako je prostorna ili vremenska. Svetlosna povr{ se
naziva degenerativna povr{.
Navodimo definicije osnovnih povr{i u prostoru Minkovskog R31.
Definicija 1.24. Pseudosfera sa centrom u koordinatnom po~etku i po-
lupre~nika r > 0 u prostoru R31 je vremenska povr{
S21 = {p ∈ R31 | 〈p, p〉 = r2}.
Definicija 1.25. Pseudohiperboli~ki prostor sa centrom u koordinatnom
po~etku i polupre~nika r > 0 u prostoru R31 je prostorna povr{
H20 = {p ∈ R31 | 〈p, p〉 = −r2}.
Definicija 1.26. Svetlosni (nul) konus u prostoru R31 sa temenom u ta~ki
m 6= 0 je svetlosna povr{
C2 = {p ∈ R31 | 〈p−m, p−m〉 = 0}.
Proizvoqna povr{ ne mora imati isti kauzalni karakter u svim
ta~kama. Ako je imerzija prostorna, tada va`i slede}e tvr|ewe.
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Teorema 1.3. ([62]) Pretpostavimo da je x : M → R31 prostorna imerzija
povr{iM i π : M → R2 projekcija data sa π(x, y, z) = (x, y).
(1) Projekcija π je lokalno difeomorfizam;
(2) Ako je M kompaktna povr{ i x|∂M difeomorfizam ruba ∂M u ravnu
zatvorenu krivu bez ta~aka samopreseka, tada je x(M) graf sa ravnim
domenom odre|enim slikom x(∂M).
Neka je x : M → R31 prostorna ili vremenska imerzija povr{i M .
Ozna~imo sa ∇0 Levi-^ivita koneksiju prostora R31 i sa T (M) prostor
tangentnih vektorskih poqa na M . Tada za X, Y ∈ T (M) imamo slede}u
dekompoziciju
(1.1) ∇0XY = ∇XY + h(X, Y ),
gde je∇XY tangentna komponenta i h(X, Y ) normalna komponenta od∇0XY
u odnosu na M , ∇ Levi - ^ivitina koneksija indukovana na M i h druga
fundamentalnaforma naM . Ukoliko umesto tangentnog vektoraY uo~imo
vektor ξ normalan naM , tada va`i slede}a dekompozicija
(1.2) ∇0Xξ = −Aξ(X) + (∇0Xξ)⊥,
pri ~emu su −Aξ(X) i (∇0Xξ)⊥ redom tangentna i normalna komponenta
od ∇0Xξ. Operator Aξ se naziva Vajngartenovo preslikavawe ili operator
oblika povr{iM . Jednakost (1.1) se naziva Gausova formula, a jednakost
(1.2) Vajngartenova formula.
Za normalno vektorsko poqe ξ na M se ka`e da je paralelno, ako je
(∇0ξ)⊥ ≡ 0.
Uo~imo vektore Y ∈ T (M) i ξ ∈ T (M)⊥ i wihov skalarni proizvod
〈Y, ξ〉 = 0. Kovarijantnim diferencirawem prethodnog skalarnog proi-
zvoda u pravcu vektora X ∈ T (M), dobijamo
〈∇0XY, ξ〉+ 〈Y,∇0Xξ〉 = 0,
odakle, primewuju}i Gausovu i Vajngartenovu formulu, nalazimo da je
〈∇XY + h(X, Y ), ξ〉 = −〈Y,−Aξ(X) + (∇0Xξ)⊥〉,
〈∇XY, ξ〉︸ ︷︷ ︸
=0




(1.3) 〈Aξ(X), Y 〉 = 〈h(X, Y ), ξ〉.
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Primewuju}i prethodnu jednakost, kao i simetri~nost druge fundamen-
talne forme, dobijamo slede}i identitet
〈Aξ(X), Y 〉 = 〈X,Aξ(Y )〉.
Dakle, operator oblika Aξ je samoadjungovan u odnosu na metriku povr{i
M .
Mo`e se pokazati da je M totalno geodezijska povr{ ako i samo ako
je druga fundamentalna forma h ≡ 0, odnosno ako i samo ako je za svako
normalno vektorsko poqe ξ naM ispuweno Aξ = 0.
Neka je N lokalno jedini~no normalno vektorsko poqe naM . Tada je
〈N,N〉 = ε =
{
−1, ako je M prostorna povr{;
1, ako je M vremenska povr{.
U nastavku }emo koristiti oznaku ξ = N . Kako je skalarni proizvod
〈N,N〉 konstantan, imamo da je
〈∇0XN,N〉 = 0,
odakle sledi da je ∇0XN tangentno naM . Pomo}u Vajngartenove formule
(1.2) dobijamo da je
(1.4) −∇0XN = AN(X).
Definicija 1.27. Vajngartenov endomorfizam u ta~ki p ∈ M je definisan
sa
Ap : TpM → TpM, Ap = (AN(X))p.
Koriste}i relaciju (1.4) nalazimo da je
Ap(v) = −∇0vN = −(dN)p(v), v ∈ TpM.
Uvedimo oznaku AN(X) = AX .
Kako su vektori h(X, Y ) i N kolinearni, na osnovu jednakosti (1.1) i
(1.3) dobijamo da je
(1.5) h(X, Y ) = ε〈h(X, Y ), N〉N = ε〈AX, Y 〉N.
Otuda jednakost (1.1) glasi
∇0XY = ∇XY + ε〈AX, Y 〉N.
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Pre nego {to uvedemo sredwu i Gausovu krivinu povr{i u prostoru R31,
podsetimo se wihovih definicija u euklidskom prostoru. Kao {to je
poznato, Vajngartenovo preslikavawe povr{i u R3 je dijagonalizabilno,
tako da su glavne krivine povr{i sopstvene vrednosti tog preslikavawa.
Gausova krivina povr{i je proizvod, a sredwa krivina aritmeti~ka sredina
glavnih krivina povr{i.
Me|utim, kada je metrika indefinitna, Vajngartenovo preslikavawe
nije dijagonalizabilno u op{tem slu~aju. S obzirom na pomenutu osobinu,
glavne krivine za prostornu povr{ su dobro definisane, {to nije slu~aj
i za vremensku povr{. Zbog toga postoji druga~iji pristup u definisawu
sredwe krivine, koji va`i za oba kauzalna karaktera povr{i. Da bismo
objasnili taj pristup, navodimonajpre definiciju vektorskog poqa sredwe
krivine.
Definicija 1.28. Neka jeM povr{ix : M → R31 nedegenerativna imerzija.





Definicija 1.29. Funkcija sredwe krivineH definisana je relacijom ~H =
HN , odnosno
H = ε〈 ~H,N〉.
Vektorsko poqe sredwe krivine je ortogonalno na M . Izrazimo ~H i
H preko vektora lokalne tangentne baze. Neka je {e1, e2} ortonormirana
tangentna baza na M , pri ~emu je vektor e1 prostorni i 〈e2, e2〉 = −ε.















(〈Ae1, e1〉 − ε〈Ae2, e2〉)N.
U odnosu na bazu {e1, e2}, matrica operatora oblika glasi
A =
[
〈Ae1, e1〉 〈Ae2, e1〉














Odavde nalazimo da funkcija sredwe krivine povr{i glasi
H = ε〈 ~H,N〉 = ε
2




Posledica 1.2. Sredwa krivina nedegenerativne povr{i u prostoru Min-





Definisa}emo Gausovu krivinu nedegenerativne povr{i ([69]). U tom
ciqu, koristi}emo tenzor krivineR0 prostora Minkovskog i tenzor kri-
vine R povr{iM . Za X, Y, Z ∈ T (M), tenzor R0 je definisan sa
R0(X, Y )Z = ∇0X∇0YZ −∇0Y∇0XZ −∇0[X,Y ]Z.
Koriste}iprethodnu definiciju, ~iwenicu da jeR0 = 0, Gausovu jednakost
(1.1), Vajngartenovu jednakost (1.2) i jednakost (1.5), nalazimo da je
∇0X∇0YZ = ∇0X(∇YZ) +∇0Xh(Y, Z)
= ∇X∇YZ + h(X,∇YZ)− ε〈AY,Z〉AX + ε〈AY,Z〉N(1.7)
= ∇X∇YZ − ε〈AY,Z〉AX︸ ︷︷ ︸
∈T (M)
+h(X,∇YZ) + ε〈AY,Z〉N.︸ ︷︷ ︸
∈T (M)⊥
Analogno dobijamo da je
∇0Y∇0XZ = ∇Y∇XZ − ε〈AX,Z〉AY︸ ︷︷ ︸
∈T (M)
+h(Y,∇XZ) + ε〈AX,Z〉N.︸ ︷︷ ︸
∈T (M)⊥
(1.8)
Primenom jednakosti (1.1) i (1.5), sledi da je
(1.9) ∇0[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + ε〈A[X, Y ], Z〉N.
Kako je tenzor krivine povr{iM definisan relacijom
R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
iR0 = 0, koriste}i tangentan deo u relacijama (1.7), (1.8) i (1.9), nalazimo
da je
R(X, Y )Z = ε〈AY,Z〉AX − ε〈AX,Z〉AY
= ε(〈AY,Z〉AX − 〈AX,Z〉AY ).(1.10)
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Ri~ijev tenzorRic(X, Y ) povr{iM u prostoruR31, zaX, Y ∈ T (M) dat
je izrazom
Ric(X, Y ) =
2∑
i=1
〈ei, ei〉〈R(ei, X)Y, ei〉.
Polaze}i od ove definicije i primenom relacija (1.10), 〈e1, e1〉 = 1 i
〈e1, e1〉 = −ε, dobijamo
Ric(X, Y ) = 〈R(e1, X)Y, e1〉 − ε〈R(e2, X)Y, e2〉
= ε〈〈AX, Y 〉Ae1 − 〈Ae1, Y 〉AX, e1〉
− 〈〈AX, Y 〉Ae2 − 〈Ae2, Y 〉AX, e2〉
= ε〈AX, Y 〉〈Ae1, e1〉 − ε〈Ae1, Y 〉〈AX, e1〉(1.11)
− 〈AX, Y 〉〈Ae2, e2〉+ 〈Ae2, Y 〉〈AX, e2〉
= ε〈AX, Y 〉 (〈Ae1, e1〉 − ε〈Ae2, e2〉)
− ε〈Ae1, Y 〉〈AX, e1〉+ 〈Ae2, Y 〉〈AX, e2〉.
Na osnovu osobine samoadjungovanosti operatora oblika, imamo da je
− ε〈Ae1, Y 〉〈AX, e1〉+ 〈Ae2, Y 〉〈AX, e2〉
= −ε〈e1, AY 〉〈AX, e1〉+ 〈e2, AY 〉〈AX, e2〉
= −ε〈AX, 〈e1, AY 〉e1 − ε〈e2, AY 〉e2〉
= −ε〈AX,AY 〉.
Zamenom posledwe relacije u relaciji (1.11) i koriste}i Posledicu 1.2,
sledi da je Ri~ijev tenzor dat izrazom
(1.12) Ric(X, Y ) = 2H〈AX, Y 〉 − ε〈AX,AY 〉.
Na taj na~in, pomo}u relacije (1.12) i osobine samoadjungovanosti opera-
tora oblika A, dobijamo da je skalarna krivina ρ povr{iM oblika
ρ = trag(Ric) = Ric(e1, e1)− εRic(e2, e2)
= 2H〈Ae1, e1〉 − ε〈Ae1, Ae1〉 − 2εH〈Ae2, e2〉+ 〈Ae2, Ae2〉
= 2H(〈Ae1, e1〉 − ε〈Ae2, e2〉)− ε(〈Ae1, Ae1〉 − ε〈Ae2, Ae2〉)
= 2H(〈Ae1, e1〉 − ε〈Ae2, e2〉)− ε(〈A2e1, e1〉 − ε〈A2e2, e2〉)
= ε((tragA)2 − trag(A2)) = 4εH2 − ε trag(A2)
= 2ε det(A).
Kona~no, kako je Gausova krivina nedegenerativne povr{i jednaka
polovini skalarne krivine te povr{i, dokazana je slede}a posledica.
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Posledica 1.3. Ako je A Vajngartenovo preslikavawe na nedegenerativnoj
povr{i u R31, tada je Gausova krivina te povr{i data izrazom
(1.13) K = ε det(A).
Dokaza}emo da je u prostoru R31, Gausova krivina K nedegenerativne




〈e1, e1〉〈e2, e2〉 − 〈e1, e2〉2
.
Primenom relacije (1.10) dobijamo da je
K(e1, e2) =
ε(〈Ae1, e1〉〈Ae2, e2〉 − 〈Ae1, e2〉〈Ae2, e1〉)
−ε
= −(〈Ae1, e1〉〈Ae2, e2〉 − 〈Ae1, e2〉2) = ε det(A).(1.14)
Prema tome, na osnovu relacija (1.13) i (1.14), sledi da je Gausova krivina
K povr{i jednaka sekcionoj krivini K(e1, e2).
Ako je operator oblika A povr{i dijagonalizabilan, imamo slede}u
definiciju.
Definicija 1.30. Neka je x : M → R31 nedegenerativna imerzija i p ∈ M .
Ako je Vajngartenovo preslikavawe Ap dijagonalizabilno, tada sopstvene
vrednosti od Ap nazivamo glavnim krivinama u ta~ki p i ozna~avamo ih sa
k1(p) i k2(p).
Pomo}u relacija (1.6) i (1.13) dobijamo slede}e tvr|ewe.
Posledica 1.4. Neka je operator oblika Ap dijagonalizabilan na nedegene-





, K(p) = ε k1(p)k2(p).
U referencama [21], [62], [69] opisano je izra~unavawe sredwe i Gausove
krivine nedegenerativnih povr{i pomo}u wihove lokalne parametriza-
cije
x : U ⊂ R2 → R31, x = x(u, v),
gde je x nedegenerativna imerzija. Neka je B = {xu, xv} lokalna baza
tangentne ravni u svakoj ta~ki povr{i x(U). U odnosu na ovu bazu, matrica









gde koeficijente prve fundamentalne forme izra~unavamo pomo}u formu-
la
E = 〈xu, xu〉, F = 〈xu, xv〉, G = 〈xv, xv〉.
Uvedimo oznaku W = EG − F 2. Ako je W > 0 povr{ je prostorna, a ako
jeW < 0 posmatrana povr{ je vremenska. Jedini~no normalno vektorsko





pri ~emu je ε = 〈 ~N, ~N〉. Tada je
‖xu × xv‖ =
√
|〈xu × xv, xu × xv〉| =
√
−ε(EG− F 2) =
√
−εW.







gde se koeficijenti L, M i N druge fundamentalne forme izra~unavaju
kori{}ewem izraza
L = −〈Axu, xu〉 = −〈 ~Nu, xu〉 = 〈 ~N, xuu〉,
M = −〈Axu, xv〉 = −〈 ~Nv, xu〉 = −〈xv, ~Nu〉 = 〈 ~N, xuv〉,
N = −〈Axv, xv〉 = −〈 ~Nv, xv〉 = 〈 ~N, xvv〉.










Stoga, sredwa i Gausova krivina povr{i glase
(1.16) H = ε
GL− 2FM + EN
2(EG− F 2)
,




Koriste}i izraze za izra~unavawe koeficijenata druge fundamentalne
forme i relaciju (1.15), dobijamo














Zamenom koeficijenata L, M , N u relacijama (1.16) i (1.17), dobijamo
slede}e formule za sredwu i Gausovu krivinu:
H = − [xu, xv, xuu]G− 2[xu, xv, xuv]F + [xu, xv, xvv]E
2(−εW ) 32
,




1.7 Karakteristi~ne klase povr{i
U ovom poglavqu navodimo definiciju translatorne, prenosne i rota-
cione povr{iuprostoruMinkovskog ([9],[79]). Napomenimoda su prenosne
povr{i dodatno opisane u ~etvrtoj glavi, gde su izlo`eni originalni
rezultati disertacije u odnosu na te vrste povr{i u prostoru R31.
Definicija 1.31. Translatorna povr{ M u prostoru Minkovskog Rn1 je
povr{ data imerzijom
X : U ⊂ R2 → Rn1 : (x, y)→ α(x) + β(y),
pri ~emu su α(x) = (x, 0, f3(x), . . . , fn(x)) i β(y) = (0, y, g3(y), . . . , gn(y))
regularne krive prostora Rn1 koje se nazivaju generatori povr{iM i koje
zadovoqavaju uslov α′(x)× β′(y) 6= 0.
Definicija 1.32. Prenosna povr{ M u prostoru Minkovskog Rn1 je povr{
sa parametrizacijom
x(s, t) = α(s) + tβ(s),
gde su α i β proizvoqne regularne krive prostora Rn1 . Kriva α se naziva
bazna kriva ili generatrisa, a kriva β direktrisa. Prenosi prenosne
povr{i su prave linije x(s0, t) = α(s0) + tβ(s0).
Parametrizacija uop{tenog konusa u prostoru Rn1 glasi
x(s, t) = v + tc(s),
gde je v ∈ Rn1 fiksirani vektor, a c(s) je kriva prostora Rn1 .
Tangentna razvojna povr{ je prenosna povr{ sa prenosima u pravcu
tangentnog vektora bazne krive. Wena parametrizacija je oblika
x(s, t) = α(s) + tα′(s).
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Specijalne prenosne povr{i, koje nisu uop{teni konusi, cilindri,
ili tangentne razvojne povr{i, nazivaju se skrolovi. Prenosi skrolova
su prave linije koje imaju pravac glavne normale ili binormale wegove
bazne krive.
Definicija 1.33. Neka je α : I → π, kriva u ravni π u prostoru R31 i l
prava u istoj ravni koja ne se~e krivu α. Nedegenerativna povr{ koja
nastaje rotacijom krive α oko prave l naziva se rotaciona povr{. Kriva α
je profilna kriva povr{i, a prava l je osa rotacije.
Osa rotacije mo`e biti prostorna, vremenska ili nul, pa zato razli-
kujemo tri vrste rotacionih povr{i ([9]):
1.slu~aj: Osa rotacije je prostorna prava. Neka osa rotacije l ima pravac
z-ose i pretpostavimo da kriva α le`i u koordinatnoj ravni yOz ili xOz.
Tada kriva α ima parametarsku jedna~inu
α(s) = (0, f(s), g(s)), ili α(s) = (f(s), 0, g(s)),
gde su f i g glatke funkcije, a f je pozitivna funkcija. Za ovakav izbor
ose rotacije i ravni π, parametrizacija rotacione povr{i glasi
x(s, t) =





Ako je α(s) = (f(s), 0, g(s)), imamo da parametrizacija rotacione povr{i
glasi
x(s, t) =





pri ~emu je 0 ≤ t ≤ 2π.
2.slu~aj: Osa rotacije je vremenska prava. Neka osa rotacije l ima pravac
x-ose i pretpostavimo da kriva α le`i u koordinatnoj ravni xOy. Tada
krivu α mo`emo parametrizovati sa
α(s) = (f(s), g(s), 0),
gde su f i g glatke funkcije, a g pozitivna funkcija. Parametrizacija
rotacione povr{i u ovom slu~aju, u matri~nom obliku, glasi
x(s, t) =
 1 0 00 cos t − sin t






za 0 ≤ t ≤ 2π.
3.slu~aj: Osa rotacije je nul prava. Neka osa rotacije l ima pravac nul
vektora (1, 1, 0). Kako je povr{ nedegenerativna, mo`emo za profilnu
krivu uzeti krivu α(s) = (f(s), g(s), 0), s ∈ I , koja le`i u koordinatnoj
ravni xOy pri ~emu je je f(s) 6= g(s),∀s ∈ I . Parametrizacija rotacione
povr{i je oblika
x(s, t) =









1.8 Normalne i rektifikacione krive u prostorima R3 i R31
U svakoj ta~ki regularne prirodno parametrizovane krive α sa Fre-
neovimreperom {T,N,B}mogu se uo~iti trime|usobno ortogonalne ravni
{T,N}, {T,B}, {N,B}. Ove ravni se redom nazivaju oskulatorna, rekti-
fikaciona i normalna ravan. Poznato je da je kriva u euklidskom prostoru
E3 ravna, ako wen vektor polo`aja le`i u oskulatornoj ravni u svakoj
ta~ki krive. Tako|e, kriva le`i na sferi ako wen vektor polo`aja le`i
u normalnoj ravni u svakoj ta~ki krive. B. Y. Chen je u svom radu [18]
odgovorio na pitawe koju osobinu imaju krive ~iji vektor polo`aja uvek
le`i u rektifikacionoj ravni krive.
Naosnovu B. Y. Chen-ove definicije, vektorpolo`aja rektifikacione
krive se mo`e napisati u obliku
α(s) = a(s)T (s) + b(s)B(s),
pri ~emu su a(s) i b(s) proizvoqne diferencijabilne funkcije. Teoreme
koje slede daju potreban i dovoqan uslov da euklidska kriva, ili nedege-
nerativna kriva u prostoru R31, bude rektifikaciona.
Teorema 1.4. ([18]) Prirodno parametrizovana kriva α : I → R3 sa krivinom





pri ~emu c0 ∈ R0 i c1 ∈ R.
Analogno tvr|ewe va`i u prostoru Minkovskog R31.
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Teorema 1.5. ([50]) Neka je α(s) prostorna ili vremenska kriva jedini~ne
brzine u prostoru Minkovskog R31, sa prostornom ili vremenskom rekti-
fikacionom ravni i krivinom κ(s) > 0. Tada je kriva α kongruentna rekti-




gde c0 ∈ R0 i c1 ∈ R.
Uslede}imdvema teoremamadata je eksplicitnaparametarska jedna~ina
rektifikacione krive u euklidskom prostoru i prostoru Minkovskog.
Teorema 1.6. ([18]) Krivaα : I → R3 sa krivinom κ(s) > 0 je rektifikaciona





gde je a pozitivna realna konstanta i x(s) sferna kriva jedini~ne brzine.
Teorema 1.7. ([50]) Neka je α(s) nedegenerativna kriva jedini~ne brzine u
prostoru Minkovskog R31. Tada va`e slede}a tvr|ewa:
(i) α je rektifikaciona kriva sa prostornom rektifikacionom ravni ako





gde je a > 0, a ∈ R i x(t) prostorna kriva jedini~ne brzine koja le`i na
pseudosferi S21(1);
(ii) α je prostorna (vremenska) rektifikaciona kriva sa vremenskom rek-
tifikacionom ravni i prostornim (vremenskim) vektorom polo`aja ako i





gde je a > 0, a ∈ R i x(t) vremenska (prostorna) kriva jedini~ne brzine koja
le`i na pseudosferi S21(1) (pseudohiperboli~kom prostoru H20(1));
(iii) α je prostorna (vremenska) rektifikaciona kriva sa svetlosnom rek-
tifikacionom ravni i vremenskim (prostornim) vektorom polo`aja ako i





pri ~emu je a > 0, a ∈ R i x(t) prostorna (vremenska) kriva jedini~ne brzine
koja le`i na pseudohiperboli~kom prostoru H20(1) (pseudosferi S21(1) ).
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B. Y. Chen je dokazao da postoji relacija izme|u geodezijskih krivih
na konusu i rektifikacionih krivih.
Teorema 1.8. ([19]) Kriva na konusu C sa temenom u koordinatnom po~etku
u prostoru R3 je geodezijska linija ako i samo ako je rektifikaciona kriva
ili otvoreni deo prenosa.
Regularna kriva α u euklidskom prostoruR3 ~iji vektor polo`aja uvek
le`i u normalnoj ravni te krive, naziva se normalnom krivom. Vektor
polo`aja ove krive, parametrizovene prirodnim parametrom s, se mo`e
napisati u obliku
α(s) = a(s)N(s) + b(s)B(s),
gde su a(s) i b(s) proizvoqne diferencijabilne funkcije. Poznato je da
je regularna kriva α sa torzijom τ(s) 6= 0 normalna kriva ako i samo ako
je sferna. Prema tome, potreban i dovoqan uslov da kriva u euklidskom
prostoru bude normalna mo`e se iskazati na slede}i na~in.
Teorema 1.9. Regularna prirodno parametrizovana kriva α u prostoru R3












Za ravne krive va`i slede}e tvr|ewe.
Teorema 1.10. ([80]) Regularna prirodno parametrizovana kriva α u prosto-
ru R3 sa krivinom κ(s) > 0 i torzijom τ(s) = 0 je normalna ako i samo ako
je κ(s) = constant.
Me|utim, u prostoru Minkovskog R31 u zavisnosti od kauzalnog karak-
tera vektora polo`aja prostorne ili vremenske normalne krive i wene
glavnenormale, ona}e le`atinapseudosferiilinapseudohiperboli~kom
prostoru.
Teorema 1.11. ( [55]) Neka je α(s) prostorna normalna prirodno parame-
trizovana kriva u prostoru R31, sa krivinama κ1(s) > 0 i κ2(s) 6= 0, ne-
nul vektorom glavne normale N(s) i ne-nul vektorom polo`aja, tako da je
ε = 〈N,N〉. Tada je:
(i) Vektor polo`aja α(s) prostorni ako i samo ako kriva α(s) le`i na








κ2(s)ds) + c1 sinh(
∫
κ2(s)ds), c1 ∈ R;
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(ii) Vektor polo`aja α(s) vremenski ako i samo ako kriva α(s) le`i na





c21 − εr2 cosh(
∫
κ2(s)ds) + c1 sinh(
∫
κ2(s)ds), c1 ∈ R.
Slede}e teoreme daju karakterizaciju pseudo nul normalnih krivih
koje le`e na povr{ima u prostoru Minkovskog.
Teorema 1.12. ([55]) Neka je α prirodno parametrizovana pseudo nul kriva u
prostoru R31. Tada α le`i na pseudosferi S21(c, r) ako i samo ako je α ravna
normalna kriva sa jedna~inom




Teorema 1.13. ([55]) Neka je α prirodno parametrizovana kriva pseudo nul
kriva u prostoru R31. Tada α le`i na svetlosnom konusu C(c) sa temenom
u ta~ki c ako i samo ako je α kongruentna normalnoj krivoj sa jedna~inom
α(s) = −B(s).
Karakterizacije rektifikacionih i normalnih krivih su izlo`ene u
referencama [18], [50], [51], [52], [53], [54] i [80].
1.9 Manhajmove krive u euklidskom prostoru
i prostoru Minkovskog
U euklidskom prostoru i prostoru Minkovskog postoje parovi krivih
koje zadovoqavaju odre|eni geometrijski uslov. Najpoznatiji primeri
takvih krivih suBertranove krive,Manhajmove krive, kriva iwena sferna
slika, evoluta i involuta, itd. U ovom poglavqu navodimo defini-
ciju i osobine Manhajmovih krivih u euklidskom prostoru i prostoru
Minkovskog.
U prostoruR3 regularna glatka kriva α naziva seManhajmovom krivom,
ako postoji regularna glatka kriva α∗ i bijekcija Φ : α → α∗ takva
da su u odgovraju}im ta~kama krivih glavne normale krive α paralelne
binormalama krive α∗ ([27]). Kriva α∗ se naziva pridru`ena Manhajmova
kriva krive α, dok je {α, α∗}Manhajmov par krivih.
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U prostoru Minkovskog R31 Manhajmove krive se defini{u analogno.
Poznato je da je αManhajmova kriva u euklidskom prostoru R3, ako i samo
ako wena krivina κ i torzija τ zadovoqavaju jednakost
κ = a(κ2 + τ 2),
pri ~emu je a pozitivna konstanta ([27]). Parametarska jedna~ina Manhaj-










gde je g : I → R proizvoqna glatka funkcija, dok je funkcija h(t) oblika
h(t) =
(1 + g2 + g′2)3 + (1 + g2)3(g + g′′)2
(1 + g2)3/2(1 + g2 + g′2)5/2
.
U slede}oj teoremi je dat uslov koji ispuwavaju krivina i torzija
pridru`ene Manhajmove krive.
Teorema 1.14. ([61]) Neka je αManhajmova kriva u prostoru R3 parametri-
zovana prirodnim parametrom s. Kriva α1(s1) parametrizovana prirodnim
parametrom s1 je pridru`ena Manhajmova kriva krive α ako i samo ako






(1 + a2τ 21 ),
gde je a 6= 0 realna konstanta.
Za Manhajmovu prostornu ili vremensku krivu u trodimenzionalnom
prostoruMinkovskog, ~ijiFreneov reper {T,N,B} sadr`i dva prostorna
i jedan vremenski vektor, va`i tvr|ewe analogno prethodnom ([61]).
Teorema 1.15. ([61]) Neka je α prostorna ili vremenska Manhajmova kriva
u trodimenzionalnom prostoru Minkovskog parametrizovana prirodnim
parametrom s, sa Freneovim reperom {T,N,B} i a ∈ R0 nenula konstanta.
Tada:
(i) Ako su T i N prostorni, a B vremenski vektor, potreban i dovoqan





(1 + a2τ 21 );
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(ii) Ako su T i B prostorni, a N vremenski vektor, potreban i dovoqan






(a2τ 21 − 1);
(iii) Ako je T vremenski, a N i B prostorni vektori, potreban i dovoqan






(1− a2τ 21 ).
1.10 Baklundova transformacija krive i jedna~ina
vrtlo`nog vlakna u prostorima R3 i R31
A.V. Bäcklund je u svojim radovima [3], [4] dokazao da fokalne povr{i Σ i
Σ′ pri linijskoj kongruenciji f : Σ→ Σ′ imaju jednake i konstantne nega-
tivne Gausove krivine K = K ′, ako su odse~ci na zajedni~kim tangentama
tih povr{i konstantne du`ine i ako je ugao izme|u normala tih povr{i
u odgovraju}im ta~kama konstantan. Linijska kongruencija f : Σ → Σ′
se u ovom slu~aju naziva Baklundova transformacija povrsi Σ, a povr{ Σ
pseudosferna povr{. Baklundova transformacija f : Σ → Σ′ preslikava
asimptotske linije povr{i Σ na asimptotske linije povr{i Σ′, pri ~emu
su torzije tih linija jednake i konstantne. Poznato je da ugao ϕ izme|u
asomptotskih pravaca pseudosferne povr{i zadovoqava sinus-Gordonovu
jedna~inu oblika
ϕtt − ϕss + sinϕ = 0,
kao i da postoji 1 − 1 korespondencija izme|u re{ewa sinus-Gordonove
jedna~ine i pseudosfernih povr{i sa Gausovom krivinom K = −1. S
obzirom da Baklundova transformacija pseudosfernih povr{i ~uva tor-
ziju asimptotskih linija na tim povr{ima, mo`e se definisati restrik-
cija Baklundove transformacije koja proizvoqnu regularnu krivu α kon-
stantne torzije τ(s) 6= 0 u euklidskom prostoru E3 preslikava na regu-
larnu krivu ᾱ takvu da je τ(s) = τ̄(s) = constant ([16]). Navodimo karak-
teristi~ne teoreme za Baklundovu transformaciju krivih u euklidskom
prostoru.
Teorema 1.16. ([16]) Neka je α(s) prirodno parametrizovana glatka kriva
konstantne torzije τ(s) 6= 0 u prostoruR3 sa Freneovim reperom {T,N,B}
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i krivinom κ(s). Ako je za proizvoqnu i realnu konstantu c0 6= 0 funkcija
φ(s) re{ewe diferencijalne jedna~ine
dφ
ds
= c0 sinφ− κ,
tada je





prirodno parametrizovana kriva konstantne torzije τ .
Napomenimo da krivine κ̄ i κ krivih ᾱ i α redom iz prethodne teoreme
nisu konstantne, ve} zadovoqavaju relaciju ([16])
κ̄ = κ− 2c0 sinφ.
Prema tome, ako je data kriva konstantne torzije τ , mogu}e je odrediti
parametarsku jedna~inu krive ~ija je torzija konstantna i jednaka torziji
τ . S druge strane, u slede}oj teoremi su navedeni dovoqni uslovi da pri
transformaciji f krivih α i ᾱ u euklidskom prostoru R3 pomenute krive
imaju jednake i konstantne torzije.
Teorema 1.17. ([66]) Neka je f transformacija krivih α i ᾱ u euklidskom
prostoru R3 tako da je ᾱ(s) = f(α(s)), gde je s parametar du`ine luka
krive α, pri ~emu u odgovaraju}im ta~kama krivih va`e slede}i uslovi:
(1) Prava koja sadr`i odgovaraju}e ta~ke je presek oskulatornih ravni
krivih, tako da du` odre|ena ta~kama α(s) i ᾱ(s) ima konstantnu du`inu
r;
(2) Vektor ᾱ(s) − α(s) obrazuje podudaran ugao sa tangentnim vektorima
posmatranih krivih;
(3) Binormale krivih zaklapaju konstantan ugao θ 6= 0.




Da Rios je u svom radu [22] iz 1906. godine otkrio model kretawa
jednodimenzionalnog vrtlo`nog vlakna u nesti{qivom idealnom trodi-
menzionalnom fluidu (fluidu bez viskoznosti, tj. unutra{weg trewa).
Vrtlo`no vlakno je identifikovano sa glatkom krivom x(s, t) bez ta~aka
samopreseka, parametrizovanom parametrom s za svako t, gde je t parametar
vremena. Da Rios je odredio brzinu vrtlo`nog vlakna koriste}i jedna~inu
vrtlo`nog vlakna
xt = xs × xss,
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i lokalnu indukcijsku aproksimaciju. On je dokazao da se vrtlo`no vlakno
kre}e u pravcu binormale B(s, t) krive x(s, t), odnosno da je xt = κB.
S druge strane, vrtlo`no vlakno se tako|e mo`e posmatrati kao di-
nami~ki sistem prostornih krivih u trodimenzionalnom prostoru Min-
kovskog ([28]). Poznato je da kriva x(s, t) u prostoru R3 koja evolvira
u skladu sa jedna~inom vrtlo`nog vlakna, generi{e Ha{imoto povr{
([75]). Ravne krive u prostoru R3, koje generi{u Ha{imoto povr{, su krug
i elasti~na kriva (kriva ~ija je krivina u svakoj ta~ki proporcionalna
rastojawu do fiksirane prave - direktrise). Krive koje nisu ravne, a
koje generi{u pomenutu povr{ su helisa i prostorna elasti~na kriva
([56]). U prostoruMinkovskogR31 prostorna kriva x(s, t) sa nenul glavnom
normalom koja evolvira u skladu sa jedna~inom vrtlo`nog vlakna xt =
xs × xss, generi{e nedegenerativnu (prostornu ili vremensku) Ha{imoto
povr{ ([28]).
1.11 Bi{opov reper u euklidskom prostoru
i prostoru Minkovskog
Pokretni ortonormirani reper koji je dobro definisan u ta~kama
krive u kojima je wena prva krivina jednaka nuli, definisao je L.R. Bi{op
1975. godine ([11]). Bi{opov reper {T,N1, N2} ~ini tangentno vektorsko
poqe T i dva normalna vektorska poqa N1 i N2 koja se dobijaju rotacijom
vektorskih poqaN iB oko tangentnog vektorskog poqa T , za odgovaraju}i
ugao θ. Ugao rotacije θ je izabran tako da su izvodi vektorskih poqa N1
i N2 po prirodnom parametru s u svakoj ta~ki krive kolinearni sa T .
Zbog ove osobine, normalna vektorska poqa N1 i N2 se nazivaju relativno
paralelnim vektorskim poqima. S obzirom da vektorska poqa N ′1 i N
′
2
ne rotiraju, jer su kolinearna sa T , Bi{opov reper se naziva reper sa
svojstvom minimalne rotacije.
Za razlikuodFreneovog repera, Bi{opovrepernije jedinstven. Naime,
va`i slede}a teorema.
Teorema 1.18. ([11]) Ako je {T,N1, N2} Bi{opov reper regularne krive u pro-








Jedna~ine Bi{opovog repera glase ([11]) T ′N ′1
N ′2
 =





gde su κ1(s) = κ(s) cos θ(s) i κ2(s) = κ(s) sin θ(s) prva i druga Bi{opova
krivina redom i θ(s) =
∫
τ(s) ds ugao rotacije.
Matrica rotacije pomo}u koje se od Freneovog repera dobija Bi{opov
reper je oblika ([72]) TN1
N2
 =
 1 0 00 cos θ(s) − sin θ(s)




U prostoru Minkovskog R31 u zavisnosti od kauzalnog karaktera krive,
postoje razli~iti Bi{opovi reperi du` te krive. U nastavku navodimo
odgovaraju}e jedna~ine Bi{opovih repera nedegenerativnih krivih u pro-
storu Minkovskog R31 i matrice rotacija kojima se Freneov reper pre-
slikava u Bi{opov reper posmatrane krive, a koje su date u referenci
[72].
Slu~aj 1. α je prostorna kriva. Razlikujemo slede}a dva podslu~aja:
Slu~aj 1.1. N1(s) je vremenski, a N2(s) prostorni vektor.
Jedna~ine Bi{opovog repera glase T ′N ′1
N ′2
 =





gde su κ1(s) = κ(s) cosh θ(s) i κ2(s) = κ(s) sinh θ(s) prva i druga Bi{opova
krivina redom, a ugao rotacije je jednak θ(s) = −
∫
τ(s) ds.




 1 0 00 cosh θ(s) − sinh θ(s)




Slu~aj 1.2. N1(s) je prostorni, a N2(s) vremenski vektor.
Jedna~ine Bi{opovog repera ove krive su oblika T ′N ′1
N ′2
 =







gde su κ1(s) = κ(s) cosh θ(s) i κ2(s) = κ(s) sinh θ(s) prva i druga Bi{opova
krivina redom, a ugao rotacije je jednak θ(s) =
∫
τ(s) ds. Odgovaraju}a
matrica rotacije je oblika TN1
N2
 =
 1 0 00 cosh θ(s) − sinh θ(s)




Slu~aj 2. α je vremenska kriva.
U ovom slu~aju, jedna~ine Bi{opovog repera glase T ′N ′1
N ′2
 =





gde su κ1(s) = κ(s) cos θ(s) i κ2(s) = κ(s) sin θ(s) redom prva i druga
Bi{opova krivina i θ(s) =
∫
τ(s) ds ugao rotacije.
Matrica rotacije u ovom slu~aju glasi TN1
N2
 =
 1 0 00 cos θ(s) sin θ(s)




Analogno, u euklidskomprostoruR4 pokretniortonormiraniBi{opov
reper {T,N1, N2, N3} sadr`i tangentno vektorsko poqe T i tri normalna
vektorska poqaN1,N2 iN3 koja se dobijaju rotacijom vektorskih poqaN ,
B1 i B2 Freneovog repera {T,N,B1, B2}. Tako da vektorska poqa N ′1, N ′2
i N ′3 minimalno rotiraju. Uglovi rotacija ϕ, θ i ψ su Ojlerovi uglovi i














i N ′3 su u svakoj ta~ki krive kolinearna sa T .







0 κ̄1 κ̄2 κ̄3
−κ̄1 0 0 0
−κ̄2 0 0 0









κ̄1(s) = κ1(s) cos θ(s) cosψ(s),
κ̄2(s) = κ1(s)(− cos θ(s) sinψ(s) + sinϕ(s) sin θ(s) cosψ(s)),
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κ̄3(s) = κ1(s)(sin θ(s) sinψ(s) + cosϕ(s) sin θ(s) cosψ(s)),





















Relacija izme|u Freneovog i Bi{opovog repera je data formulama ([35])
T (s) = T (s)
N(s) = cos θ(s) cosψ(s)N1(s) + ( cosϕ(s) sinψ(s) + sinϕ(s) sin θ(s)
cosψ(s))N2(s) + (sinϕ(s) sinψ(s) + cosϕ(s) sin θ(s) cosψ(s))N3(s)
B1(s) = cos θ(s) sinψ(s)N1(s) + (cosϕ(s) cosψ(s) + sinϕ(s) sin θ(s)
sinψ(s))N2(s) + ( sinϕ(s) cosψ(s) + cosϕ(s) sin θ(s) sinψ(s))N3(s)
B2(s) = sin θ(s)N1(s) + sinϕ(s) cos θ(s)N2(s) + cosϕ(s) cos θ(s)N3(s).
U prostoru Minkovskog R41 za prostorne i vremenske krive, zavisno od
kauzalnog karakterawihovihFreneovih vektora, postoje ~etiriBi{opova
repera koji su dati u referenci [29]. Navodimo jedna~ine Bi{opovih
repera umatri~nomoblikuiformeBi{opovih krivinapomenutihrepera.
Slu~aj 1. α je prostorna kriva.
U okviru prvog slu~aja, postoje slede}a tri podslu~aja:
Slu~aj 1.1. N(s) je vremenski vektor.







0 κ̄1 κ̄2 κ̄3
κ̄1 0 0 0
−κ̄2 0 0 0









κ̄1(s) = −κ1(s) cosh θ(s) coshψ(s),
κ̄2(s) = κ1(s)(sinhψ(s) cosϕ(s)− sinh θ(s) coshψ(s) sinϕ(s)),
κ̄3(s) = κ1(s)(sinhψ(s) sinϕ(s) + sinh θ(s) coshψ(s) cosϕ(s)),
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prva, druga itre}a Bi{opova krivina. Tako|e va`e slede}e relacije izme|u









Slu~aj 1.2. B1(s) je vremenski vektor.







0 κ̄1 κ̄2 κ̄3
−κ̄1 0 0 0
κ̄2 0 0 0








Bi{opove krivine su date izrazima
κ̄1(s) = κ1(s) cos θ(s) coshψ(s),
κ̄2(s) = κ1(s)(− sinhψ(s) coshϕ(s)− sin θ(s) coshψ(s) sinhϕ(s)),
κ̄3(s) = κ1(s)(sinhψ(s) sinhϕ(s) + sin θ(s) coshψ(s) coshϕ(s)).




κ̄21(s)− κ̄22(s) + κ̄23(s),
κ2(s) = ψ





Slu~aj 1.3. B2(s) je vremenski vektor.







0 κ̄1 κ̄2 κ̄3
−κ̄1 0 0 0
−κ̄2 0 0 0









κ̄1(s) = κ1(s) cosh θ(s) cosψ(s),
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κ̄2(s) = κ1(s)(sinhψ(s) coshϕ(s) + sinh θ(s) cosψ(s) sinhϕ(s)),
κ̄3(s) = κ1(s)(− sinψ(s) sinhϕ(s)− sinh θ(s) cosψ(s) coshϕ(s)),












Slu~aj 2. α je vremenska kriva.







0 κ̄1 κ̄2 κ̄3
κ̄1 0 0 0
κ̄2 0 0 0









κ̄1(s) = κ1(s) cos θ(s) cosψ(s),
κ̄2(s) = κ1(s)(sinψ(s) cosϕ(s)− sin θ(s) cosψ(s) sinϕ(s)),
κ̄3(s) = κ1(s)(sinψ(s) sinϕ(s) + sin θ(s) cosψ(s) cosϕ(s)),















1.12 Uvijene povr{i u euklidskom prostoru
i prostoru Minkovskog
Uvijene povr{i kao uop{tewe rotacionih povr{i u euklidskom pro-
storu, definisao jeA. Grej u radu [36]. Mebijusova traka i uvijenaKlajnova
boca su povr{i koje su A. Greja motivisale da uvede ovu vrstu povr{i.
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Uvijene povr{i nastaju rotacijom profilne krive u ravni π oko fik-
sirane ta~ke iste ravni (tj. oko ose koja je normalna na ravan π), dok
istovremeno ravan π rotira oko neke prave u toj ravni. Kako postoje dve
istovremene rotacije, povr{ koja nastaje se naziva uvijena ili dvostruko
rotaciona povr{. Ravne iminimalne uvijene povr{i, kaoi uvijene povr{i
konstantne Gausove i sredwe krivine u euklidskom prostoru i prostoru
Minkovskog, prou~avane su u referencama [32] i [33]. Ravan koja sadr`i
profilnu krivu u prostoru Minkovskog R31 mo`e biti prostorna, vremen-
ska ili svetlosna. Kada je ravan profilne krive nedegenerativna, uvijene
povr{i koje se dobijaju su prostorne, vremenske ili svetlosne. U slu~aju
kada je pomenuta ravan svetlosna, nastaju iskqu~ivo svetlosne uvijene
povr{i ([34]). Upravo ova iskqu~ivost je bila motiv da se u ~etvrtoj glavi
doktorske disertacije defini{u uvijene povr{i druge vrste koje mogu biti
i nedegenerativne.
Da bi se dobila parametrizacija ovih povr{i u euklidskom prosto-
ru, bez umawewa op{tosti mo`e se uzeti da je ravan π koja sadr`i krivu
koordinatna xz-ravan, da kriva rotira oko ose koja prolazi kroz ta~ku
(a, 0, 0) i paralelna je sa y-osom, dok istovremeno ravan π rotira oko z-ose.
Pretpostavimo da profilna kriva ima jedna~inu α(t) = (f̃(t), 0, g̃(t)), gde
su f̃ i g̃ realne funkcije. Rotacijom ove krive oko ta~ke (a, 0, 0), tj. oko
prave kroz tu ta~ku paralelne sa y-osom, dobija se jednakost ([33]) a0
0
+





 a+f̃(t) cos(bs)−g̃(t) sin(bs)0
f̃(t) sin(bs)+g̃(t) cos(bs)
,
a zatim rotacijom oko z-ose dolazimo do parametrizacije x1x2
x3
 =
 cos s − sin s 0sin s cos s 0
0 0 1
 a+ f̃(t) cos(bs)− g̃(t) sin(bs)0
f̃(t) sin(bs) + g̃(t) cos(bs)
,
~ime se dobija slede}a definicija.
Definicija 1.34. ([33]) Uvijena (dvostruko rotaciona) povr{ u prostoruR3
sa profilnom krivom α(t) = (f̃(t), 0, g̃(t)) ima parametarsku jedna~inu
x̃(s, t) = (a+ f̃(t) cos(bs)− g̃(t) sin(bs))(cos s, sin s, 0)
+(0, 0, f̃(t) sin(bs) + g̃(t) cos(bs)).
Na osnovu matrica rotacije zakqu~ujemo da se one realizuju istovreme-
no, ali razli~itom brzinom. Ranije pomenute povr{i, Mebijusovu traku
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i uvijenu Klajnovu bocu, navodimo kao specijalne primere neorijentabil-
nih povr{i ove vrste.
Ako je profilna kriva oblika α(t) = (t, 0, 0) i b = 1
2
, tada je
x̃(s, t) = a
(
cos s+ t cos
s
2
cos s, sin s+ t cos
s
2





Ako profilna kriva ima jedna~inu α(t) = (sin t, 0, sin(2t)) i b = 1
2
,
dobija se uvijena Klajnova boca sa parametrizacijom
x̃(s, t) = (a+ sin t cos
s
2
− sin(2t) sin s
2
)(cos s, sin s, 0)







Dvostruko rotacione povr{i u prostoru Minkovskog definisane su i
klasifikovane u radovima [33] i [34]. U prostoru Minkovskog R31, postoje
slede}i slu~ajevi:
1. SLU^AJ. Profilna kriva α le`i u vremenskoj ravni.
Pretpostavimo da profilna kriva ima parametarsku jedna~inu α(t) =
(f̃(t), 0, g̃(t)). Osa rotacije ortogonalna na ovu ravan je prostorna, dok
druga osa sadr`ana u ravni, mo`e imati proizvoqan kauzalni karakter.
Razmotrimo redom svaku od ovih mogu}nosti.
(A) Ako profilna kriva α rotira oko y prostorne ose, a ravan oko vre-
menske z-ose, dobija se parametrizacija uvijene povr{i oblika ([33])
x̃(s, t) = (a+ f̃(t) cosh(bs) + g̃(t) sinh(bs))(cos s, sin s, 0)
+(0, 0, f̃(t) sinh(bs) + g̃(t) cosh(bs)).
(B) Ako profilna kriva α rotira oko y prostorne ose, a ravan oko pro-
storne x-ose, parametrizacija uvijene povr{i glasi ([33])
x̃(s, t) = (a+ f̃(t) sinh(bs) + g̃(t) cosh(bs))(0, sinh s, cosh s)
+(f̃(t) cosh(bs) + g̃(t) sinh(bs), 0, 0).
(V) Kona~no, ako profilna kriva α rotira oko y prostorne ose, a ravan
oko svetlosne ose generisane vektorom (1, 0, 1), parametrizacija uvijene
povr{i je oblika ([34])
x̃(s, t) =
 1− s22 s s22−s 1 s
− s2
2
s 1 + s
2
2
 a+ f̃(t) cosh(bs) + g̃(t) sinh(bs)0




2. SLU^AJ. Profilna kriva α le`i u prostornoj ravni.
Pretpostavimo da profilna kriva ima parametarsku jedna~inu α(t) =
(f̃(t), g̃(t), 0). Ako profilna kriva α rotira oko z vremenske ose, a ravan
oko prostorne x-ose, dobija se parametrizacija uvijene povr{i oblika
([33])
x̃(s, t) = (a+ f̃(t) cos(bs)− g̃(t) sin(bs))(cosh s, 0, sinh s)
+(0, f̃(t) sin(bs) + g̃(t) cos(bs), 0).
3. SLU^AJ. Profilna kriva α le`i u svetlosnoj ravni.
Prava ortogonalna na svetlosnu ravan je svetlosna, tako da je jedna
osa rotacije svetlosna, dok je druga osa rotacije, koja le`i u ovoj ravni,
svetlosna ili prostorna.
(A) Posmatrajmo profilnu krivu α(t) = (f̃(t), g̃(t), f̃(t)) koja le`i u sve-
tlosnoj ravni sa jedna~inom x = z. Rotacijom profilne krive u ravni
π oko iste nul ose generisane vektorom (1, 0, 1), dobija se degenerativna
(svetlosna) povr{ ([34]).
(B) Rotacijom profilne krive oko nul ose generisane vektorom (1, 0, 1),
i ravni π oko prostorne ose, dobija se parametrizacija svetlosne uvijene
povr{i oblika ([34])
x̃(s, t) = (a+ f̃(t) + bsg̃(t))(cosh s+ sinh s)(1, 0, 1) + (g̃(t) + c)(0, 1, 0),
gde a, b, c ∈ R.
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2 Specijalne vrste krivih u prostorima
Minkovskog R31 i R41
Ova glava odnosi se na specijalne vrste krivih u prostorima Min-
kovskog R31 i R41 i predstavqa pregled originalnih rezultata doktorske
disertacije objavqenih u referencama [37], [38], [39], [40], [42] i [45].
Najpre navodimo karakterizacije rektifikacionih i normalnih krivih
u prostoru R31. Zatim }emo dokazati da ne postoje nul Manhajmove krive
u prostoru R31, kao i da su pseudo nul Manhajmove krive prave linije
i kru`nice. Definisa}emo uop{tene nul, parcijalno nul i pseudo nul
Manhajmove krive u prostoru R41 kao uop{tewe Manhajmovih krivih i
dati wihovu klasifikaciju. U nastavku }emo opisati Baklundove trans-
formacije nul Kartanovih i psedo nul krivih, sa naglaskom na tome da su
ovo transformacije koje ~uvaju torziju (drugu krivinu) krive. Odredi}emo
pod kojim uslovima se pseudo nul, odnosno nul Kartanova helisa Baklun-
dovim transformacijama preslikava u pseudo nul, odnosno nul Kartanovu
helisu redom. S druge strane, odredi}emo uslove koje treba da ispuni
data transformacija nul Kartanovih i pseudo nul krivih da bi predsta-
vqala Baklundovu transformaciju tih krivih. Treba naglasiti da ove
transformacije nisu jedinstveno odre|ene. Na kraju, izvodimo jedna~ine
vrtlo`nog vlakna za pseudo nul i nul Kartanove krive, kao i evolucione
jedna~ine krivine i torzije tih krivih.
2.1 Relacije izme|u rektifikacionih i normalnih krivih
u prostoru Minkovskog R31
U poglavqu 1.8 dati su potrebni i dovoqni uslovi za regularnu krivu
pod kojima je ona oskulatorna, rektifikaciona ili normalna kriva. U
ovompoglavqunavodimorelacije izme|u odgovaraju}ih prostornih rekti-
fikacionihinormalnih krivih koji su publikovani uradu [45]nametawem
odre|enih geometrijskih uslova. Konkretno, odredi}emo parametrizaci-
je rektifikacionih prostornih krivih ~ija je ortogonalna projekcija na
prostornu (vremensku) ravan normalna kriva. Tako|e, ako normalnu krivu
projektujemo na svetlosnu ravan i tako dobijemo rektifikacionu krivu,
odredi}emo parametarsku jedna~inu normalne krive.
Teorema 2.1. ([45]) Neka je α prostorna rektifikaciona kriva i β wena
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ortogonalna projekcija na prostornu ravan u R31.
(1) Ako je α kriva sa nenul glavnom normalom i β normalna kriva, tada je do
na parametrizaciju kriva α data jedna~inom
(2.1) α(u) = (c cosu, cos(cu), sin(cu)),
pri ~emu c ∈ R+ \ {0}, c 6= 1;
(2) Ako je α kriva sa nul glavnom normalom i β normalna kriva, tada je, do
na parametrizaciju, jedna~ina krive α oblika
(2.2) α(u) = (cosu, cosu, sinu).
Dokaz. (1) Neka je β ortogonalna projekcija krive α na prostornu ravan
u R31. Tada jedna~inu krive α mo`emo napisati na slede}i na~in
(2.3) α(s) = β(s) + λ(s)v,
pri ~emu je s prirodni parametar krive α, λ(s) nekonstantna diferencija-
bilna funkcija i v = (1, 0, 0) jedini~ni vremenski vektor. Pretpostavimo
da α ima nenul glavnu normalu i da je β normalna kriva ~ija je jedna~ina
(2.4) β(t) = (0, cos t, sin t)
tako da je t wen prirodni parametar. Diferencirawem relacije (2.3) po
parametru s i koriste}i uslov 〈α′(s), α′(s)〉 = 1, dobijamo da je
(2.5) 1 + λ′2(s) = t′2(s).
Diferencirawem relacije (2.4) po s, nalazimo da je
(2.6) 〈β(s), β′′(s)〉 = −t′2(s).
Koriste}i relaciju (2.6) i uslov 〈α(s), α′′(s)〉 = 0, sledi da je
(2.7) t′2(s) + λ′′(s)λ(s) = 0.
Zamenomrelacije (2.5) urelaciji (2.7), dobijamodiferencijalnu jedna~inu
drugog reda
(2.8) λ′′(s)λ(s) + λ′2(s) + 1 = 0
~ije je op{te re{ewe
(2.9) λ(s) =
√
c2 − (s+ c0)2,
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Zamenom relacije (2.9) u relaciji (2.3), nalazimo da je






Pomo}u relacija (2.10) i (2.11) sledi da je




Prema tome, jedna~ina krive β glasi







Koriste}i relacije (2.3), (2.9), (2.13) i reparametrizaciju




dobijamo da je kriva α oblika (2.1). Kona~no, pomo}u relacija (2.3), (2.9)
i (2.13) dobijamo
(2.15) 〈α′′(s), α′′(s)〉 = c
2[(1− c2)(s+ c20)2 + c2(c2 − 1)]
(c2 − (s+ c0)2)3
,
odakle sledi da je c 6= 1 jer je 〈α′′(s), α′′(s)〉 6= 0. Time je dokazan prvi deo
tvr|ewa.
(2) Pretpostavimo sada da je α kriva sa nul vektorom glavne normale i
da je β normalna kriva. Tada je kriva α oblika (2.3). Me|utim, iz relacije
(2.15) sledi da za c = 1 va`i uslov 〈α′′, α′′〉 = 0, pa je u tom slu~aju kriva α
data jedna~inom (2.2). 
Napomena 2.1. Uvo|ewem reparametrizacije u = arcsin(
a
c
tg p), tako da je












cos2 p− a2, cos(c arcsin(a
c
tg p)) cos p, sin(c arcsin(
a
c
tg p)) cos p)
kriva jedini~ne brzine koja le`i na pseudosferi S21(1).
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Na sli~an na~in dokazuje se slede}e tvr|ewe, ~iji dokaz izostavqamo.
Teorema 2.2. ([45]) Neka je α prostorna kriva i β wena ortogonalna pro-
jekcija na vremensku ravan u R31.
(1) Ako kriva α ima nenul glavnu normalu, a β je prostorna ili vremenska
normalna kriva, tada je redom, do na parametrizaciju, α data jedna~inom
α(u) = (cosh(cu), sinh(cu), c coshu),
odnosno
α(u) = (sinh(cu), cosh(cu), c sinhu),
gde c ∈ R+ \ {0}, c 6= 1;
(2) Ako kriva α ima nul glavnu normalu, a β je prostorna ili vremenska
normalna kriva, tada je redom, do na parametrizaciju, α data jedna~inom
α(u) = (coshu, sinhu, coshu),
odnosno
α(u) = (sinhu, coshu, sinhu);
(3) Ako je β nul normalna kriva, tada je α prava linija.
U narednoj teoremi }emo pokazati da su prave jedine rektifikacione
krive u prostoruMinkovskog ~ija je projekcija na svetlosnu ravan u odnosu
na izabrani pregradni snop normalna kriva.
Posmatrajmo najpre proizvoqnu krivu α uR31 (koja ne le`i u svetlosnoj
ravni) i krivu β = P s(α) koju dobijamo projektovawem krive α na svetlo-
snu ravan π. Tada relacija izme|u krivih α(s) = (α1(s), α2(s), α3(s)) i β
glasi
(2.16) α(s) = β(s) + 〈α(s), u〉v,
gde su u i v nul vektori koji ispuwavaju uslove
RadTπ = span{u}, ltr(Tπ) = span{v},
〈u, v〉 = 1, 〈v, w〉 = 0, ∀w ∈ S(Tπ).
Upoglavqu 1.7 disertacije, istakli smo da pregradni snop svetlosne ravni
π nije jedinstven, {to }emo ilustrovati konkretnim primerima koji }e
nas dovesti do razli~itih parametarskih jedna~ina krive β.
Ne umawuju}i op{tost, mo`emo pretpostaviti da svetlosna ravan π
ima jedna~inu x = y. U ovom slu~aju je radikalni snop razapet vektorom
u = (1, 1, 0).
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Uo~imo nenula vektor q = (0, 1, 0) lokalno definisan na otvorenom pod-
skupu U ⊂ R31. Po{to je 〈q, u〉 = 1 i 〈q, q〉 = 1, svetlosni transverzalni















Otuda je odgovaraju}i pregradni S(Tπ) snop razapet vektorom
(2.17) w = (0, 0, 1).
Zamenom vektora u i v u relaciji (2.16), dobijamo parametarsku jedna~inu
projekcije β krive α







Pretpostavimo sada da nenula vektor q0, lokalno definisan na skupu
U ⊂ R31, ima koordinate q0 = (0, 1, 1). Tada je 〈q0, u〉 = 1 i 〈q0, q0〉 = 2, pa
je svetlosni transverzalni snop generisan vektorom
(2.19) v0 = (−1, 0, 1).
Odavde sledi da je odgovaraju}i pregradni S(Tπ) snop razapet vektorom
(2.20) w0 = (1, 1,−1).
Zamenom relacija (2.17) i (2.19) u relaciji (2.16), dobijamo da projekcija β
krive α ima jedna~inu oblika
(2.21) β0(s) = (α2(s), α2(s), α3(s) + α1(s)− α2(s)).
Dakle, za razli~ite izbore pregradnog snopa ravni π, dobijaju se ra-
zli~ite parametarske jedna~ine krive β.
Teorema 2.3. ([45]) Neka je α prostorna rektifikaciona kriva sa nenul
vektorom glavne normale u prostoru R31 i β wena projekcija na svetlosnu
ravan sa jedna~inom x = y. Ako je β normalna kriva, a pregradni snop
svetlosne ravni dat relacijama (2.17) ili (2.20), tada je α prava linija.
Dokaz. Neka je β normalna kriva. Pretpostavimo da je pregradni
snop dat relacijom (2.17). Primenom relacije (2.18) i koriste}i uslov
〈β(s), β′(s)〉 = 0, nalazimo da je α3(s)α′3(s) = 0, odakle sledi da je α ravna
kriva, tj. prava linija.
58
2 Specijalne vrste krivih u prostorima Minkovskog
Pretpostavimo da je pregradni snop ravni π dat relacijom (2.20). Iz
uslova 〈β(s), β′(s)〉 = 0 i relacije (2.21) sledi da je
(α3(s) + α1(s)− α2(s))(α3(s) + α1(s)− α2(s))′ = 0,
gde je s prirodni parametar kriveα. Na osnovu posledwe jednakosti, sledi
da mo`emo razlikovati dva slu~aja:
(i) α3(s) + α1(s)− α2(s) = 0.
U ovom slu~aju, jedna~ina krive α je oblika
(2.22) α(s) = (α1(s), α1(s) + α3(s), α3(s)),








Koriste}i uslov 〈α(s), α′′(s)〉 = 0, dobijamo
















pa opet imamo dva podslu~aja:
(i.1) α′′3(s) = 0.




















Diferencirawem ove jedna~ine po s dobijamo da je α3(s)α
′′
3(s) = 0.
Prema tome, ovaj podslu~aj se svodi na podslu~aj (i.1), {to zna~i da je α
prava linija.
(ii) (α3(s) + α1(s)− α2(s))′ = 0.
Ako je ispuwen ovaj uslov, tada kriva α ima jedna~inu
α(s) = (α1(s), α1(s) + α3(s)− c, α3(s)),
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pri ~emu c ∈ R i kongruentna je sa krivom datom jedna~inom (2.22). 
PodW -krivom (ili helisom) se podrazumeva proizvoqna kriva u pro-
storu R31 ~ije su sve krivine konstantne. Parametarske jedna~ine pseudo
nulW -krivih dobijene su u referenci [79]. Koriste}i pomenute jedna~ine,
mogu se odrediti parametarske jedna~ine prostornih normalnih krivih
koje nisu ravne, a ~ija je projekcija na svetlosnu ravan pseudo nul rekti-
fikacionaW -kriva.
Teorema 2.4. ([45]) Neka je α prostorna normalna kriva u prostoru R31 sa
krivinom κ2(s) 6= 0 i β wena projekcija na svetlosnu ravan sa jedna~inom
x = y i pregradnim snopom (2.17). Ako je β pseudo nul rektifikaciona
W -kriva data jedna~inom






















































gde c2 ∈ R \ {0}, c ∈ R.
Dokaz. U prvom slu~aju, ako je kriva β data jedna~inom (2.25), pomo}u
relacije (2.18), dobijamo da parametarska jedna~ina krive α glasi
(2.29) α(s) = (s2 − α2(s), α2(s), s),
pri ~emu je α2 neka diferencijabilna funkcija, a s prirodni parametar
krive β. Kada diferenciramo prethodnu jedna~inu i iskoristimo uslov







, s 6= 0,
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, c ∈ R.
Kada ovo uvrstimo u relaciju (2.29), dobijamo da je parametarska jedna~ina
krive α oblika (2.27). Preostali deo dokaza te~e analogno. 
Napomena 2.2. Kriva data jedna~inom (2.27) le`i na:
(1) pseudosferi sa jedna~inom −x2 + y2 + z2 = 2c, ako je c > 0;
(2) svetlosom konusu sa jedna~inom −x2 + y2 + z2 = 0, ako je c = 0;
(3) pseudohiperboli~kom prostoru sa jedna~inom −x2 + y2 + z2 = 2c, ako je
c < 0.
Pri druga~ijem izboru pregradnog snopa, dobijaju se nove parametarske
jedna~ine krivih, koje su date u slede}oj teoremi.
Teorema 2.5. ([45]) Neka je α prostorna normalna kriva u prostoru R31 sa
krivinom κ2(s) 6= 0 i β wena projekcija na svetlosnu ravan sa jedna~inom
x = y i pregradnim snopom (2.20). Ako je β rektifikaciona W -kriva data











































gde c ∈ R, odnosno




























gde c2 ∈ R \ {0} i c ∈ R.
2.2 Nul i pseudo nul Manhajmove krive u prostoru
Minkovskog R31
Rezultati dobijeni u radu [38], a koje }emo izlo`iti u ovom poglavqu,
govore o tome da ne postoje nulManhajmove krive u prostoruR31, {to zna~i
da teoreme dokazane u referencama [59] i [74] ne va`e, jer tvrde suprotno.
Osim nul Manhajmovih krivih, u istom radu prou~avane su i pseudo nul
Manhajmove krive, pri ~emu su dobijene wihove eksplicitne parametarske
jedna~ine.
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Teorema 2.6. ([38]) Ne postoje nulManhajmove krive u prostoruMinkovskog
R31.
Dokaz. Uo~imo u prostoru R31 nul Kartanovu krivu β i proizvoqnu
nenul ili nul krivu β? tako da je u odgovaraju}im ta~kama krivih vektor
glavne normaleN krive β kolinearan sa vektorom binormaleB? krive β?.
Tada je B? prostorni vektor, {to implicira da je kriva β? prostorna ili











gde su κ?1 i κ
?
2 prva i druga krivina. Osim toga, za Freneov reper krive β
va`e uslovi
(2.33) 〈T ?, T ?〉 = −〈N?, N?〉 = ε? = ±1, 〈B?, B?〉 = 1,
(2.34) 〈T ?, N?〉 = 〈T ?, B?〉 = 〈N?, B?〉 = 0.









gde je prva krivina κ1 = 0 ili κ1 = 1. Vektorska poqa ovog repera
ispuwavaju uslove
(2.35) 〈T, T 〉 = 〈B,B〉 = 〈T,N〉 = 〈N,B〉 = 0, 〈N,N〉 = 〈T,B〉 = 1.
Kako je {β, β?}Manhajmov par krivih, sledi da je
(2.36) β(s?) = β?(s?) + µ(s?)B?(s?),
gde je s? parametar du`ine luka krive β?, a µ 6= 0 je proizvoqna diferen-
cijabilna funkcija. Ozna~imo sa s parametar pseudo du`ine luka krive
β. Razlikujemo dva slu~aja:
(A) κ?2(s
?) = 0.
Diferencirawem relacije (2.36) po s? i primenom Freneovih formula




= T ? + µ′B?.
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Skalarnim mno`ewem posledwe jednakosti sa N i primenom relacija
(2.35), (2.33) i (2.34), dobijamo da je µ′ = 0. Odavde sledi da je nul vek-
tor T (s) kolinearan sa nenul vektorom T ?(s), {to nije mogu}e.
(B) κ?2(s
?) 6= 0.
Postupaju}i kao u prethodnom slu~aju, diferencirawem (2.36) po s? i pri-




= T ? + µ′B? + µε?κ?2N
?.
Skalarnim mno`ewem prethodne jedna~ine sa N , i primenom (2.35), (2.33)
i (2.34), dobijamo da je µ′ = 0. Dakle, µ(s?) 6= 0 je konstantna funkcija.




= T ? + µε?κ?2N
?.







〉 = 〈T ?, T ?〉 − µ2κ?22 〈N?, N?〉 = ε? − ε?µ2κ?22 = 0,
odakle sledi da je
(2.41) κ?2 = ±
1
µ
= constant 6= 0.
Po{to je β nul Kartanova kriva, razlikujemo dva podslu~aja:
(B.1) κ1(s) = 0.
Tada je T (s) = constant. Diferencirawem relacije (2.39) po s?, i pomo}u












〉 = −ε?κ?21 + ε?κ?21 + κ?22 = 0,
pa je κ?2 = 0, {to je u kontradikciji sa relacijom (2.41).
(B.2) κ1(s) = 1.
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= T ? ± ε?N?.








= −ε?κ?1N? ∓ κ?1T ? ± ε?κ?2B?.

















= κ?22 = constant 6= 0.
Sa druge strane, ukoliko jedna~inu (2.45) skalarno pomno`imo sa N?,
koriste}i uslove (2.33) i (2.34), kao i jedn~inu (2.46), dobijamo da je κ?1 = 0.
Odavde sledi da je κ?2 = 0, {to je u kontradikciji sa κ
?
2 6= 0. Dakle, ne
postoje nul Manhajmove krive. 
Za pseudo nul Manhajmove krive, analognim postupkom je dokazana
slede}a teorema.
Teorema 2.7. ([38]) Neka je β pseudo nul kriva i β? nenul ili nul kriva u
prostoru R31. Ako je {β, β?} Manhajmov par krivih, tada va`i jedno od
slede}ih tvr|ewa:
(1) krive β i β? su paralelne pseudo nul prave linije;
(2) kriva β je pseudo nul krug, a kriva β? pseudo nul prava linija.
2.3 Uop{tene nul Manhajmove krive u prostoru
Minkovskog R41
U ovom poglavqu }emo opisati rezultate koji su dobijeni u radu [37],
a koji se odnose na uop{tene nul Manhajmove krive u prostor-vremenu
Minkovskog R41. Navodimo najpre definiciju pomenutih krivih.
Definicija 2.1. ([37]) Nul Kartanova kriva β : I → R41 se naziva uop{tena
nul Manhajmova kriva, ako postoji nul Kartanova ili Freneova kriva
β∗ : I∗ → R41 i bijekcija Φ : β → β∗ tako da u odgovaraju}im ta~kama
krivih glavna normala krive β pripada ravni odre|enoj vektorima prve i
druge binormale krive β∗.
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Kriva β∗ se naziva pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva krive β, a
par krivih (β, β∗) uop{teni Manhajmov par. Ozna~imo sa {T,N,B1, B2}
Kartanov reper uop{tene nul Manhajmove krive β i sa {T ∗, N∗, B∗1 , B∗2}
Kartanov ili Freneov reper pridru`ene uop{tene Manhajmove krive β∗.
Budu}i da vektor glavne normale N(s) krive β pripada ravni {B∗1 , B∗2},
mo`emo ga zapisati u obliku
N(s) = p(s)B∗1 + q(s)B
∗
2 ,
pri ~emu su p(s) i q(s) neke diferencijabilne funkcije. S obzirom na
kauzalni karakter ravni {B∗1 , B∗2}, razlikujemo tri mogu}nosti.
(A) {B∗1 , B∗2} JE PROSTORNA RAVAN.
Teorema 2.8. ([37]) Neka je β : I → R41 uop{tena nul Manhajmova kriva
i β∗ : I∗ → R41 pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva krive β takva
da glavna normala krive β le`i u prostornoj ravni {B∗1 , B∗2}. Tada je β∗
vremenska kriva takva da krivine krivih β i β∗ zadovoqavaju relacije
(2.46) κ1 = 1, κ2 =
1
2µ
, |κ∗1| = |κ∗2| = |κ3| 6= 0, |κ∗3| =
1
µ
, µ ∈ R+ \ {0},
a reper krive β∗ je oblika
(2.47)



















Dokaz. Uop{tena nul Manhajmova kriva β je nul Kartanova kriva ~iji















0 κ1 0 0
−κ2 0 −κ1 0
0 κ2 0 κ3








pri ~emu su κ1(s) = 1, κ2(s) i κ3(s) prva, druga i tre}a Kartanova krivina
krive β, respektivno. Vektorska poqa ovog repera zadovoqavaju uslove
(2.49)
〈T, T 〉 = 〈B1, B1〉 = 0, 〈N,N〉 = 〈B2, B2〉 = 1,
〈T,N〉 = 〈T,B2〉 = 〈N,B1〉 = 〈N,B2〉 = 〈B1, B2〉 = 0, 〈T,B1〉 = 1.
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Kako glavna normala krive β le`i u prostornoj ravni {B∗1 , B∗2}, kriva β∗















0 ε∗2κ1 0 0
−ε∗1κ∗1 0 ε∗3κ∗2 0
0 −ε∗2κ∗2 0 −ε∗1ε∗2ε∗3κ∗3









〈T ∗, T ∗〉 = ε∗1, 〈N∗, N∗〉 = ε∗2, 〈B∗1 , B∗1〉 = ε∗3 = 1, 〈B∗2 , B∗2〉 = ε∗4 = 1,
ε∗1 = −ε∗2, ε∗1ε∗2ε∗3ε∗4 = −1.
Krivu β∗ mo`emo parametrizovati tako da je
(2.51) β∗(f(s)) = β(s) + µ(s)N(s),
pri ~emu su s i s∗ = f(s) =
∫ s
0
||β∗ ′(t)|| dt parametar pseudo du`ine luka
i parametar du`ine luka krivih β i β∗, redom, a f : I ⊂ R → I∗ ⊂ R i µ
proizvoqne glatke funkcije. Kako je β nul Kartanova kriva, razlikujemo
dva slu~aja u odnosu na wenu drugu krivinu:
(A.1) κ2(s) = 0.
Primenom Kartanovih formula (2.48) i diferencirawem relacije (2.51)
po s, dobijamo
(2.52) T ∗f ′ = T + µ′N − µB1.
Skalarnim mno`ewem prethodne relacije sa N = pB∗1 + qB
∗
2 , nalazimo da
je µ′ = 0, te relaciju (2.52) svodimo na oblik
(2.53) T ∗f ′ = T − µB1, µ ∈ R\{0}.
Skalarnim kvadrirawem prethodne jednakosti dobijamo da je
(2.54) f ′2 = −2ε∗1µ = constant 6= 0.
Diferencirawem relacije (2.53) po s i primenom relacija (2.48), (2.50) i






= N − µκ3B2,
{to nas, nakon skalarnog mno`ewa sa N = pB∗1 + qB
∗
2 dovodi do kontra-
dikcije. Dakle, druga krivina krive β ne mo`e biti nula.
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(A.2) κ2 6= 0.
Postupaju}i na isti na~in kao u prethodnom slu~aju, diferencirawem
relacije (2.51) po s i primenom Kartanovih formula (2.48), dobijamo
(2.56) T ∗f ′ = (1− µκ2)T + µ′N − µB1.
Skalarnim mno`ewem prethodne relacije sa N = pB∗1 + qB
∗
2 , dobijamo da
je
(2.57) µ′ = 0.
Relacija (2.56) sada glasi
(2.58) T ∗f ′ = (1− µκ2)T − µB1.
Diferencirawem prethodne relacije po s i primenom Kartanovih for-




∗f ′2 + T ∗f ′′ = (1− µκ2)′T + (1− 2µκ2)N − µκ3B2.
Skalarnim mno`ewem posledwe jednakosti saN = pB∗1 + qB
∗
2 i koriste}i




= constant, µ ∈ R \ {0}.
Skalarnim kvadrirawem relacije (2.58) nalazimo da je
(2.61) 〈T ∗f ′, T ∗f ′〉 = ε∗1f ′2 = −2µ(1− µκ2),
odakle dobijamo da je
(2.62) f ′
2
= −ε∗1µ = constant 6= 0.







Dakle, vektori B2(s) i N
∗(s∗) su kolinearni, pa je vektor N∗ prostorni.
Odavde zakqu~ujemo da vektor T ∗ mora biti vremenski, {to zna~i da je β∗
vremenska kriva. Kako je ε∗1 = −1 = −ε∗2, relacija (2.62) glasi
(2.64) f ′2 = µ, µ ∈ R+ \ {0},
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odakle je
(2.65) f ′(s) =
√
µ = ||β∗′(s)||.
Koriste}i posledwu jednakost i relaciju (2.60), relacija (2.58) sada glasi






Kako je f ′2 = µ i ε∗2 = 1, relacije (2.63) implicira da je
(2.67) κ∗1 = −κ3, N∗ = B2,
ili
(2.68) κ∗1 = κ3, N
∗ = −B2.
Pretpostavimo najpre da va`i (2.67). Diferencirawem jedna~ineN∗ = B2







Skalarnim mno`ewem posledwe relacije sa N = pB∗1 + qB
∗
2 imamo da je
(2.70) pκ∗2f
′ = 0.
Kako je f ′ 6= 0 i κ∗2 6= 0 (jer bi u protivnom T ∗ i T bili kolinearni),
zakqu~ujemo da je p = 0 i shodno tome je N = qB∗2 . Kako je N prostorni
jedini~ni vektor, imamo da je q2 = 1, odakle je
(2.71) N = B∗2 ,
ili
(2.72) N = −B∗2 .
Pretpostavimo da va`i (2.71). Diferencirawem pomenute relacije po s i
primenom Kartanovih i Freneovih formula posmatranih krivih, dobi-
jamo da je
(2.73) −κ2T −B1 = −κ∗3f
′
B∗1 .
Imaju}i u vidu da je f ′2 = µ i κ2 =
1
2µ
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uslov det(T ∗, N∗, B∗1 , B
∗
2) = 1 i relacije (2.66), (2.67), (2.71) i (2.75), nakon
kra}eg sre|ivawa dobijamo
(2.76) κ∗1 = −κ∗2.
Odavde zakqu~ujemo da je sgn(κ∗3) = −1. Kako je B∗1 prostorni vektor, na




(2.77) κ∗3 = −
1
µ
, µ ∈ R+ \ {0}.
Zamenom relacije κ∗1 = −κ∗2 u (2.75), nalazimo da je






Pomo}u relacija (2.60), (2.67), (2.76) i (2.77), zakqu~ujemo da va`i (2.46),
pri ~emu je κ∗1 = −κ∗2 = −κ3. Pozivaju}i se na ovu relaciju izme|u krivina,
na osnovu (2.66), (2.67), (2.71) i (2.78), uo~avamo da va`i (2.47).
Analogno, ako pretpostavimo da va`e relacije (2.68) i (2.70) ili (2.67)
i (2.72) ili (2.68) i (2.72), postupaju}i na isti na~in kao u prethodnom
slu~aju, dobijamo da va`e relacije (2.46) i (2.47), ~ime je teorema dokazana.

U narednoj teoremi navodimo potrebne uslove da nul Kartanova kriva
β i woj pridru`ena kriva ~ine par uop{tenih Manhajmovih krivih.
Teorema 2.9. ([37]) Neka je β : I → R41 nul Kartanova kriva sa drugom
krivinom κ2(s) = constant 6= 0 i Kartanovim reperom {T,N,B1, B2}. Ako
je kriva β∗ : I∗ → R41 definisana sa




Freneova, tada je β uop{tena Manhajmova kriva i β∗ woj pridru`ena vre-
menska uop{tena Manhajmova kriva.
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Dokaz. Pretpostavimo da je kriva β∗ sa parametarskom jedna~inom
(2.79) β∗(s) = β(s) +
1
2κ2
N(s), κ2 ∈ R+ \ {0},
Freneova kriva, pri ~emu je s parametar pseudo du`ine luka krive β, dok je
s∗ = f(s) =
∫ s
0
||β∗ ′(t)|| dt parametar du`ine luka krive β∗. Ako je µ = 1
κ2
,
κ2 ∈ R+ \ {0}, tada je
(2.80) 〈β∗, β∗〉 = −µ,
pa je β∗ vremenska kriva i va`i f(s) =
√
µs. Dakle, f ′ =
√
µ, {to nas
zajedno sa Kartanovim formulama (2.48), nakon diferencirawa relacije
(2.79) po s, dovodi do relacije






Diferencirawem posledwe relacije po s i pomo}u Kartanovih formula
(2.48) i Freneovih formula (2.50), dobijamo da je κ∗1N
∗ = −κ3B2. Otuda je
(2.82) κ∗1 = −κ3, N∗ = B2,
ili
(2.83) κ∗1 = κ3, N
∗ = −B2.







Skalarnim kvadrirawem prethodne jednakosti sledi da je
(2.85) (−κ? 21 + κ? 22 )f ′2 = 0,
odakle je
(2.86) |κ?1| = |κ?2|.
Pomo}u relacija (2.81), (2.82) i (2.84) i uslova f ′ =
√
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Diferencirawem prethodne relacije po s, primewuju}i odgovaraju}e Kar-








Koriste}i uslov det(T ∗, N∗, B∗1 , B
∗





, µ ∈ R+\{0},
nalazimo da je
(2.89) B∗2 = −sgn(κ∗1)sgn(κ∗2)N.
Prema tome, relacija izme|u repera krivih β i β∗ glasi
(2.90)















Prema tome, {β, β∗} je par uop{tenih Manhajmovih krivih.
Analogno, koriste}i relaciju (2.83), sledi da je {β, β∗} par uop{tenih
Manhajmovih krivih, ~ime je dokaz teoreme kompletiran. 
(B) {B∗1 , B∗2} JE VREMENSKA RAVAN.
Kada je ravan {B∗1 , B∗2} vremenska, wenu bazu ~ine me|usobno ortogo-
nalni prostorni i vremenski vektor ili dva linearno nezavisna nul vek-
tora. U prvom od navedenih slu~ajeva, va`e slede}a tvr|ewa.
Teorema 2.10. ([37]) Neka je β : I → R41 uop{tena nul Manhajmova kriva i
β∗ : I∗ → R41 woj pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva takva da glavna
normala krive β le`i u vremenskoj ravni {B∗1 , B∗2}. Tada je β∗ prostorna
kriva takva da krivine krivih β i β∗ zadovoqavaju relacije
(2.91) κ1 = 1, κ2 =
1
2µ
, |κ∗1| = |κ∗2| = |κ3|, |κ∗3| = −
1
µ
, µ ∈ R− \ {0},
a Freneov reper krive β∗ je oblika
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Teorema 2.11. ([37]) Neka je β : I → R41 nul Kartanova kriva sa drugom
krivinom κ2(s) = constant 6= 0 i Kartanovim reperom {T,N,B1, B2}. Ako
je kriva β∗ : I∗ → R41 definisana sa




Freneova, tada je {β, β∗} par uop{tenih Manhajmovih krivih.
Dokazi prethodne dve teoreme su analogni dokazima iz slu~aja (A).
Kada bazu posmatrane vremenske ravni ~ine linearno nezavisni nul
vektori B∗1 i B
∗
2 , va`i slede}a teorema.
Teorema 2.12. ([37]) Ne postoje uop{tene nul Manhajmove krive u prostoru
R41 ~ija je pridru`ena uop{tenaManhajmova kriva parcijalno nul Freneova
kriva.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji uop{tena nul Manhajmova kriva
β : I → R41 ~ija je pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva β∗ : I∗ → R41
parcijalno nul Freneova kriva, tj. prostorna kriva sa pseudo-ortonor-















0 k∗1 0 0
−k∗1 0 k∗2 0
0 0 k∗3 0








gde je tre}a krivina κ∗3(s) = 0 za svako s. Tada va`e uslovi
(2.93)
〈T ∗, T ∗〉 = 〈N∗, N∗〉 = 1, 〈B∗1 , B∗1〉 = 〈B∗2 , B∗2〉 = 0,
〈T ∗, N∗〉 = 〈T ∗, B∗1〉 = 〈T ∗, B∗2〉 = 〈N∗, B∗1〉 = 〈N∗, B∗2〉 = 0, 〈B∗1 , B∗2〉 = 1.
Glavna normala krive β pripada vremenskoj ravni koja je razapeta vekto-
rima B∗1 i B
∗
2 . Stoga, krivu β
∗ parametrizujemo na slede}i na~in
(2.94) β∗(f(s)) = β(s) + µ(s)N(s),




parametar du`ine luka krive β∗ i f : I ⊂ R → I∗ ⊂ R i µ proizvoqne
glatke funkcije. Razlikujemo dva slu~aja:
(B.1) κ2 = 0.
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Diferencirawem relacije (2.94) po s, pozivaju}i se na Kartanove formule
(2.48) posmatrane krive β, dobijamo
(2.95) T ∗f ′ = T + µ′N − µB1.
Skalarnim mno`ewem prethodne jednakosti sa N = pB∗1 + qB
∗
2 , nalazimo
da je µ′ = 0, te relacija (2.95) glasi
(2.96) T ∗f ′ = T − µB1, µ ∈ R \ {0}.
Odavde je
(2.97) 〈T ∗f ′, T ∗f ′〉 = f ′2 = −2µ = constant 6= 0.
Diferencirawem relacije (2.96) po s i koriste}i relacije (2.48), (2.92) i
(2.97), dobijamo da je
(2.98) κ∗1N
∗f ′2 = N − µκ3B2.




(B.2) κ2 6= 0.
Diferencirawem relacije (2.94) po s, pozivaju}i se na Kartanove formule
(2.48) krive β, u ovom slu~aju dobijamo
(2.99) T ∗f ′ = (1− µκ2)T + µ′N − µB1.
Skalarnim mno`ewem prethodne relacije sa N = pB∗1 + qB
∗
2 , sledi da je
(2.100) µ′ = 0.
Zamenom (2.100) u (2.99) nalazimo da je
(2.101) T ∗f ′ = (1− µκ2)T − µB1, µ ∈ R \ {0}.
Daqe, diferencirawem relacije (2.101) po s, pozivaju}i se na odgovaraju}e
Kartanove formule (2.48) i Freneove formule (2.92), dobijamo da je
(2.102) κ∗1N
∗f ′2 + T ∗f ′′ = (1− µκ2)′T + (1− 2µκ2)N − µκ3B2.




, µ ∈ R \ {0},
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odakle je
(2.104) 〈T ∗f ′, T ∗f ′〉 = f ′2 = −2µ(1−µκ2) = −µ = constant, µ ∈ R−\{0}.
Prema tome, f ′′ = 0, {to zajedno sa relacijama (2.103) i (2.104), daje
(2.105) κ∗1N
∗ = κ3B2.
Posledwa jedna~ina implicira da je κ∗1 = κ3,N
∗ = B2 ili κ
∗
1 = −κ3,N∗ =
−B2. Diferencirawem relacijeN∗ = ±B2 po s, uz primenu odgovaraju}ih
Kartanovih i Freneovih formula, dobijamo
(2.106) (−κ∗1T ∗ + κ∗2B∗1)f ′ = ∓κ3T.
Kada posledwu jednakost skalarno pomno`imo sa N , nalazimo da je
(2.107) qκ∗2f
′ = 0.
Kako je f ′ 6= 0, sledi da je krivina κ∗2 = 0 ili q = 0. Me|utim, ako
bi krivina κ∗2 bila jednaka nuli, tada bi, iz relacije (2.106), prostorni
vektor T ∗ i nul vektor T bili kolinearni, {to je nemogu}e. Sa druge
strane, ukoliko je q = 0, iz iste relacije sledi da je prostorni vektor N
kolinearan sa nul vektoromB∗1 , {to tako|e nije mogu}e, pa i u ovom slu~aju
dolazimodokontradikcije. Dakle, ne postoji par uop{tenihManhajmovih
krivih {β, β∗}. 
(V) {B∗1 , B∗2} JE SVETLOSNA RAVAN.
Bazu svetlosne ravni {B∗1 , B∗2} mogu ~initi prostorni vektor B∗1 i nul
vektor B∗2 , ili nul vektor B
∗
1 i prostorni vektor B
∗





prostorni i nul vektor redom, pridru`ena kriva je pseudo nul kriva, {to
dovodi do kontradikcije. Za drugi izbor vektora, imamo slede}e tvr|ewe.
Teorema 2.13. ([37]) Neka je β : I → R41 uop{tena nul Manhajmova kriva
i β∗ : I∗ → R41 woj pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva takva da
glavna normala krive β le`i u svetlosnoj ravni odre|enoj nul vektorom B∗1
i prostornim vektorom B∗2 . Tada je β
∗ nul Kartanova kriva takva da va`i
jedno od tvr|ewa:
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6= 0, κ∗2 =
X
µµ′2f ′ 2
6= 0, |κ3| =
√


























X = µµ′′ − µ′ 2 − µ, f ′ = e
∫ µµ′′+µ′ 2−µ
µµ′ ds
i µ(s) 6= constant. Osim toga, funkcije X i f zadovoqavaju diferencijalnu
jedna~inu oblika
X2[µ2f
′ 4 + µµ
′
X
′ − (3µµ′′ + 2µ′ 2 − 3µ)X]2














µ′ 2f ′ 2
]
= 0,
dok relacija izme|u Kartanovih repera krivih β i β∗ glasi






























(x′ − zκ3 − κ∗2mf ′)T + (x+ yκ2)N
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µ2µ′f ′ 2
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, w = − µ
f ′
.
Uzimaju}i sada u obzir tvr|ewa prethodnih teorema i ~iwenicu da je
nul Kartanova kriva normalna kriva ako i samo ako je wena tre}a krivina
konstantna i razli~ita od nule, dolazimo do slede}ih zakqu~aka.
Posledica 2.1. ([37]) Svaka nul Kartanova helisa u prostoru R41 je nor-
malna uop{tena nul Manhajmova kriva ~ija je pridru`ena uop{tena nul
Manhajmova kriva vremenska ili prostorna helisa.
Posledica 2.2. ([37]) Ne postoji normalna uop{tena nul Manhajmova kriva
~ija je pridru`ena uop{tena nul Manhajmova kriva nul Kartanova kriva.
2.4 Uop{tene parcijalno nul Manhajmove krive
u prostor-vremenu Minkovskog
U prostor-vremenu Minkovskog R41, osim uop{tenih nul Manhajmovih
krivih koje su opisane u poglavqu 2.3, postoje i uop{tene parcijalno nul
i pseudo nul Manhajmove krive. Dok prostorne i vremenske uop{tene
Manhajmove krive imaju sli~ne karakteristike kao euklidske uop{tene
Manhajmove krive, za uop{tene parcijalno nul i pseudo nul Manhajmove
krive se dobijaju sasvim nove osobine koje }emo opisati u ovom poglavqu,
a koje su objavqene u radu [42].
Definicija 2.2. ( [42]) Parcijalno nul Freneova kriva β : I → R41 se
naziva uop{tena parcijalno nul Manhajmova kriva, ako postoji nul Kar-
tanova ili Freneova kriva β∗ : I∗ → R41 i bijekcija Φ : β → β∗ data sa
Φ(β(s)) = β∗(f(s)) takva da za svako s ∈ I glavna normala krive β sadr`i
odgovaraju}e ta~ke krivih β i β∗ i pripada ravni odre|enoj vektorima
prve i druge binormale krive β∗.
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Kriva β∗ se naziva pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva krive β, a
par krivih (β, β∗) uop{teni Manhajmov par. Posmatramo razli~ite kau-
zalne karaktere ravni {B∗1 , B∗2}. Dokazi teorema koje navodimo analogni
su dokazima teorema iz poglavqa 2.3., pa ih ne izla`emo.
(A) {B∗1 , B∗2} JE PROSTORNA RAVAN.
Bazu prostorne ravni ~ine me|usobno ortogonalni prostorni vektori.
U ovom slu~aju, va`i slede}e tvr|ewe.
Teorema 2.14. ( [42]) Ne postoji negeodezijska uop{tena parcijalno nul
Manhajmova kriva β u prostor-vremenu Minkovskog ~ija je negeodezijska
pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva β∗ vremenska Freneova kriva, ili
prostorna Freneova kriva sa vremenskim vektorom glavne normale.
(B) {B∗1 , B∗2} JE VREMENSKA RAVAN.
Sada imamo dve mogu}nosti, jer bazu vremenske ravni mogu ~initi me-
|usobno ortogonalni vremenski i prostorni vektor, ili dva linearno
nezavisna nul vektora. U odnosu na te mogu}nosti, dobijena su slede}a
tvr|ewa.
Teorema 2.15. ( [42]) Ne postoji negeodezijska uop{tena parcijalno nul
Manhajmova kriva β u prostor-vremenu Minkovskog, ~ija je negeodezijska
pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva β∗ prostorna Freneova kriva sa
prostornim (vremenskim) vektorom prve binormale i vremenskim (prostor-
nim) vektorom druge binormale.
Teorema 2.16. ( [42]) Ne postoji negeodezijska uop{tena parcijalno nul
Manhajmova kriva β u prostor-vremenu Minkovskog, ~ija je negeodezijska
pridru`ena uop{tenaManhajmova kriva β∗ parcijalno nul Freneova kriva.
(V) {B∗1 , B∗2} JE SVETLOSNA RAVAN.
Kada je re~ o svetlosnoj ravni, wenu bazu ~ine jedan nul i jedan pro-
storni vektor. Prema tome, ako postoji odgovaraju}a pridru`ena kriva,
ona je pseudo nul kriva ili nul Kartanova kriva. Me|utim, teorema koja
sledi tvrdi da pomenute pridru`ene krive ne postoje.
Teorema 2.17. ( [42]) Ne postoji negeodezijska uop{tena parcijalno nul
Manhajmova kriva β u prostor-vremenu Minkovskog, ~ija je negeodezijska
pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva β∗ nul Kartanova kriva.
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Teorema 2.18. ( [42]) Ne postoji negeodezijska uop{tena parcijalno nul
Manhajmova kriva β u prostor-vremenu Minkovskog, ~ija je negeodezijska
pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva β∗ pseudo nul Freneova kriva.
Uop{tene pseudo nul Manhajmove krive se defini{u analogno.
Definicija 2.3. ([42]) Pseudo nul Freneova kriva β : I → R41 se naziva uop-
{tena pseudo nul Manhajmova kriva, ako postoji nul Kartanova ili Fre-
neova kriva β∗ : I∗ → R41 i bijekcija Φ : β → β∗ data sa Φ(β(s)) = β∗(f(s))
takva da za svako s ∈ I glavna normala krive β sadr`i odgovaraju}e ta~ke
krivih β i β∗ i pripada ravni odre|enoj vektorima prve i druge binormale
krive β∗.
S obzirom da vektor glavne normale pseudo nul krive pripada vre-
menskoj ravni, odgovaraju}a pridru`ena kriva je parcijalno nul kriva.
Me|utim, dokazano je da takve krive ne postoje.
Teorema 2.19. ([42]) Ne postoji negeodezijska uop{tena pseudo nul Manhaj-
mova kriva β u prostor-vremenu Minkovskog, ~ija je negeodezijska pridru-
`ena uop{tena Manhajmova kriva β∗ parcijalno nul Freneova kriva.
2.5 Baklundova transformacija i jedna~ina
vrtlo`nog vlakna pseudo nul krive
Za razliku od Baklundovih transformacija prostornih i vremenskih
krivih ~ije dobijawe je analogno euklidskom slu~aju, odre|ivawe Baklun-
dove transformacije krivih ~iji pokretni Freneov reper sadr`i dva nul
vektora zahteva druga~iji pristup. U op{tem slu~aju Baklundova trans-
formacija prostorne ili vremenske krive nije helisa. Me|utim, Baklun-
dova transformacija pseudo nul krive je op{tem slu~aju pseudo nul helisa,
s obzirom da je prva krivina pomenute krive jednaka jedinici. Pritom
pseudo nul krug mo`emo posmatrati kao degenerativni oblik pseudo nul
helise. U ovom poglavqu navodimo rezultate za Baklundove transforma-
cije pseudo nul krivih koji su dobijeni u radu [40].
Teorema 2.20. ([40]) Neka jeα pseudo nul helisa u prostoruR31 prirodno para-
metrizovana parametrom s sa torzijom τ(s) iFreneovim reperom {T,N,B}.
Tada je Baklundova transformacija krive α pseudo nul helisa α̃ sa parame-
tarskom jedna~inom
(2.108) α̃(s) = α(s) + ρ[cT (s) + λ(s)N(s)],
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pri ~emu je ρ proizvoqna realna konstanta, c = ±1, τ̃ = τ iλ 6= 0 diferenci-
jabilna funkcija koja zadovoqava linearnu diferencijalnu jedna~inu drugog





(s)τ + ρλ(s)τ 2 + cρτ = 0.
Dokaz. Pretpostavimo da je α(s) prirodno parametrizovana pseudo
nul helisa ~ija je torzija τ(s) = constant 6= 0. Diferencirawem relacije
(2.108) po s i primenom Freneovih formula posmatrane krive α, dobijamo
(2.110) α̃
′
= T + ρ(c+ λ
′
+ λτ)N.
Tada je 〈α̃′ , α̃′〉 = 1, {to implicira da je s prirodni parametar krive α̃.
Odavde je, daqe
(2.111) T̃ = α̃
′
= T + ρ(c+ λ
′
+ λτ)N.







τ + ρλτ 2 + cρτ + 1)N.




Iz ~iwenice da je α̃
′′
kolinearno sa vektoromN , zakqu~ujemo da je α̃ pseudo
nul kriva sa vektorom glavne normale
(2.114) Ñ = α̃
′′
= N.
Diferencirawem prethodne relacije po s, nalazimo da je
(2.115) Ñ
′
= τ̃ Ñ = τN.
Odavde uvi|amo da je τ̃ = τ = constant, {to zna~i da je kriva α̃ Baklundova
transformacija krive α. 
Kako je ρ proizvoqna pozitivna realna konstanta, nije te{ko zakqu-
~iti da Baklundova transformacija pseudo nul helise nije jedinstvena. U
specijalnom slu~aju, kada je torzija τ(s) = 0, posmatrana pseudo nul kriva
je pseudo nul krug.
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Teorema 2.21. ([40]) Neka jeα pseudo nul krug u prostoruR31 prirodno parame-
trizovan parametrom s sa torzijom τ i Freneovim reperom {T,N,B}. Tada
je Baklundova transformacija krive α pseudo nul krug ~ija je parametarska
jedna~ina
(2.116) α̃(s) = α(s) + ρ[cT (s) + λ(s)N(s)],
gde je ρ proizvoqna pozitivna realna konstanta, c = ±1 i
(2.117) λ(s) = ps2 + qs+ r,
λ(s) 6= 0,p, q ,r ∈ R.
S druge strane, mogu se odrediti dovoqni uslovi pri kojima preslika-
vawe ϕ pseudo nul krivih α i α̃ predstavqa Baklundovu transformaciju
tih krivih.
Teorema 2.22. ([40]) Neka je ϕ : α → α̃ transformacija pseudo nul krivih
α i α̃ jedini~nih brzina sa Freneovim reperima {T,N,B} i {T̃ , Ñ , B̃} u
prostoru R31 koja zadovoqava uslove:
(a) prava koja spaja odgovaraju}e ta~ke α i ϕ(α) = α̃ je presek rektifikaci-
onih ravni N⊥ = span{T,N} i Ñ⊥ = span{T̃ , Ñ} krivih α i α̃, redom;
(b) odse~ak prave [αα̃] ima konstantnu du`inu ρ ∈ R+ \ {0};
(v) 〈α̃−α,B〉 = ρλ, gde je λ(s) 6= 0 diferencijabilna funkcija koja je re{ewe





τ + ρλτ 2 + cρτ = 0, ρ ∈ R+ \ {0}, c = ±1;
(g) 〈α̃− α, B̃〉 = ρω, pri ~emu je ω(s) 6= 0 diferencijabilna funkcija oblika
(2.119) ω = λ− ρ− cρλ′ − cρτλ.
Tada su α i α̃ pseudo nul helise jednakih torzija ili pseudo nul kru`nice.
U nastavku }emo izlo`iti dobijawe vektora brzine vrtlo`nog vlak-
na koji je aproksimiran pseudo nul krivom. Tako|e }emo dokazati da je
evoluciona jedna~ina torzije pseudo nul krive Burgerova jedna~ina.
Pretpostavimo da je vektor polo`aja jednodimenzionalnog vrtlo`nog
vlakna u nesti{qivom fluidu aproksimiran vektorom polo`aja pseudo
nul krive β(s, t) u prostoru R31 koja je prirodno parametrizovana parame-
trom s za svako t, gde je t parametar vremena. Pomo}u lokalne indukcijske
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aproksimacije i Tejlorovog razvoja krive β(s, t), mo`e se dokazati da je
vektor brzine v(s, t) krive β(s, t) dat jedna~inom
(2.120) v = βt = βs × βss.
Primenom Freneovih formula krive β(s, t) nalazimo da je
(2.121) βt = βs × βss = T × Ts = T ×N = N.
Dakle, vektor brzine vrtlo`nog vlakna ima pravac glavne normaleN(s, t)
krive β(s, t). Odredi}emo evolucionu jedna~inu krivine i torzije evolu-
cione krive β(s, t). U tom ciqu, neka je Ω ugaoni moment krive β(s, t) sa
jedna~inom
(2.122) Ω = µ1T + µ2N + µ3B,
gde su µ1, µ2 i µ3 proizvoqne diferencijabilne funkcije po s i t. Evolu-
cione jedna~ine Freneovog repera krive β glase
(2.123)
Tt = Ω× T,
Nt = Ω×N,
Bt = Ω×B.
Pomo}u posledwe dve relacije dobijamo
(2.124) Tt = −µ2N + µ3B,
(2.125) Nt = µ1N − µ3T,
(2.126) Bt = µ2T − µ1B.
Primenom relacije (2.121) i uslova kompatibilnosti (βs)t = (βt)s, sledi
da je
(2.127) Tt = (βs)t = (βt)s = Ns = τN.
Na osnovu relacija (2.124) i (2.127) nalazimo da je
(2.128) µ2 = −τ, µ3 = 0.
Koriste}i uslov kompatibilnosti Tst = Tts, dobijamo
(2.129) Nt = (Ts)t = (Tt)s = (τN)s = (τs + τ
2)N.
Relacije (2.125) i (2.129) impliciraju da je
(2.130) µ1 = τs + τ
2.
81
2 Specijalne vrste krivih u prostorima Minkovskog
Zamewuju}i vrednosti za µ1 i µ2 u (2.126), nalazimo da je
(2.131) Bt = −τT − (τs + τ 2)B.
Prema tome, evolucione jedna~ine Freneovog repera krive β glase
(2.132)
Tt = τN,
Nt = (τs + τ
2)N,
Bt = −τT − (τs + τ 2)B.
Pomo}u relacije (2.129), tako|e nalazimo da je
(2.133)
(Ns)t = (τN)t = τtN + τNt = (τt + ττs + τ
3)N,
(Nt)s = ((τs + τ
2)N)s = (τss + 3ττs + τ
3)N.
Odavde primenom uslova kompatibilnosti (Ns)t = (Nt)s sledi da torzija
τ(s, t) pseudo nul krive β zadovoqava Burgerovu parcijalnu diferenci-
jalnu jedna~inu
τt − 2ττs = τss.
Pomenuta jedna~ina je integrabilnaparcijalnadiferencijalna jedna~ina.
Time je dokazano da evolucione jedna~ine krivine κ(s, t) i torzije τ(s, t)
evolucione pseudo nul krive β(s, t) glase
κt = 0, τt − 2ττs = τss.
Navodimo teoreme koje se odnose na re{ewa Da Riosove jedna~ine
vrtlo`nog vlakna. To su Ha{imoto povr{i koje generi{e evoluciona
kriva x(s, t).
Teorema 2.23. ([40]) Neka je S prenosna povr{ u prostoru R31 ~ija je direk-
trisa pseudo nul kriva α sa parametrizacijom
x(s, t) = α(s) + t(p(s)T (s) + q(s)N(s) + r(s)B(s)),
gde je α(s) prirodno parametrizovana pseudo nul kriva i p(s),q(s) i r(s)
proizvoqne diferencijabilne funkcije. Tada je povr{ S re{ewe Da Riosove
jedna~ine vrtlo`nog vlakna
xt = xs × xss
ako i samo ako povr{ S ima parametrizaciju oblika
Φ(s, t) = α(s) + tN(s),
a torzija krive α je jednaka nuli, ili je τ(s) = 1/(s+ c0), c0 ∈ R.
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Slika 1: Svetlosna Ha{imoto povr{
Na slici 1 data je svetlosna Ha{imoto povr{, tj. svetlosna cilin-
dri~na prenosna povr{ x(s, t) = α(s) + tN(s) koja predstavqa re{ewe Da
Riosove jedna~ine.
Teorema 2.24. ([40]) Neka je α(s) prirodno parametrizovana pseudo nul kriva
u prostoru R31 sa Freneovim reperom {T,N,B} i torzijom τ(s) i S prenosna
povr{ ~ija je parametrizacija
x(s, t) = B(s) + t(p(s)T (s) + q(s)N(s) + r(s)B(s)),
gde su p(s), q(s) i r(s) proizvoqne diferencijabilne funkcije. Tada je S
re{ewe Da Riosove jedna~ine vrtlo`nog vlakna
xt = xs × xss
ako i samo ako je:
(i) τ(s) = c0, c0 ∈ R i S prostorna cilindri~na prenosna povr{ sa kon-
stantnim prostornim prenosima ~ija parametarska jedna~ina glasi (slika
2)
x(s, t) = B(s) + t[N(s)− c0T (s)];
(ii) τ(s) = −2/(s + c0), c0 ∈ R i S svetlosna cilindri~na prenosna povr{
sa konstantnim nul prenosima, ~ija je parametrizacija









(iii) τ(s) = tg (s/2 + c0), c0 ∈ R i S vremenska cilindri~na prenosna povr{
sa parametrizacijom
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Slika 2: Prostorna cilindri~na prenosna povr{
2.6 Baklundova transformacija i jedna~ina
vrtlo`nog vlakna nul Kartanove krive
Baklundove transformacije nul Kartanovih krivih se uvode analogno
kao u slu~aju pseudo nul krivih, jer wihov Kartanov reper sadr`i dva
nul vektora. Baklundova transformacija nul Kartanove krive je op{tem
slu~aju nul Kartanova helisa, s obzirom da je prva krivina pomenute krive
jednaka jedinici. U ovom poglavqu navodimo rezultate za Baklundove
transformacije nul Kartanovih krivih koji su dobijeni u radu [39], pri
~emu razlikujemo slu~aj kada je torzija nul Kartanove krive jednaka nuli,
s obzirom da se tada dobija druga~ija parametraska jedna~ina Baklundove
transformacije. Tako|e dajemo evolucione jedna~ine krivine i torzije
vrtlo`nog vlakna koji je aproksimiran vektorom polo`aja nul Kartanove
krive. Naredna dva tvr|ewa navodimo bez dokaza.
Teorema 2.25. ([39]) Neka je α nul Kartanova helisa u prostoru R31 parame-
trizovana parametrompseudo du`ine luka s, satorzijom τ(s) = constant 6=
0 i Kartanovim reperom {T,N,B}. Tada je Baklundova transformacija
krive α nul Kartanova helisa α̃ sa parametarskom jedna~inom
α̃ = α +
2a
λ2τ 2 + 2τ
(cN + λB),
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pri ~emu je τ = τ̃ = constant 6= 0, λ 6= 0 proizvoqna realna konstanta,
c = ±1 i λ2τ 2 + 2τ 6= 0.
Baklundova transformacija nul Kartanove krive α nije jedinstvena.
Naime, za svaki izbor realne konstante λ 6= 0 dobijamo beskona~no mnogo
me|usobno kongruentnih Baklundovih transformacija krive α.
Teorema 2.26. ([39]) Ako je α nul Kartanova kubna kriva u prostoru R31
parametrizovana parametrompseudo du`ine luka s, saKartanovim reperom
{T,N,B}, tada je Baklundova transformacija krive α nul Kartanova kubna
kriva α̃ ~ija jedna~ina glasi
α̃ = α + cN + csB,
pri ~emu c ∈ R \ {0}.
Prethodne dve teoreme daju eksplicitne parametarske jedna~ine Bak-
lundovih transformacija nul Kartanovih krivih. U slede}oj teoremi se
posmatra obrnuti problem. Naime, u woj su dati dovoqni uslovi pri ko-
jima preslikavawe ϕ nul Kartanovih krivih α i α̃ predstavqa Baklundovu
transformaciju tih krivih.
Teorema 2.27. ([39]) Neka je ϕ : α → α̃ transformacija nul Kartanovih
krivih α i α̃ u prostoru R31 parametrizovanih parametrima pseudo du`ine
luka s i s̃ ~iji su Kartanovi reperi {T,N,B} i {T̃ , Ñ , B̃}, redom, tako da
va`e uslovi:
(i) prava koja spaja odgovaraju}e ta~ke α i α̃ je presek oskulatornih ravni
B⊥ = span{N,B} i B̃⊥ = span{Ñ , B̃};
(ii) odse~ak prave [αα̃] ima konstantnu du`inu ρ > 0;
(iii) 〈α̃− α, T 〉 = 〈α̃− α, T̃ 〉 = c0 ∈ R \ {0}.
Tada su α i α̃ nul Kartanove helise jednakih torzija
τ = τ̃ = − 2〈B, B̃〉
λ2〈B, B̃〉+ 2
,
gde je λ = c0/ρ.






2 Specijalne vrste krivih u prostorima Minkovskog
Kako na osnovu uslova (i) prava koja spaja ta~ke α i α̃ pripada oskula-
tornim ravnima posmatranih krivih, vektor U ima}e oblik
(2.135) U = mN + λB = nÑ + ωB̃,
gde je m = ±1, n = ±1, a λ = λ(s) i ω = ω(s̃) su proizvoqne diferen-
cijabilne funkcije. Na osnovu uslova (ii), imamo da je ||α̃ − α|| = ρ, pa
koriste}i prethodne dve relacije, dobijamo
(2.136) α̃− α = ρ(mN + λB).
Otuda je
(2.137) 〈α̃− α, T 〉 = 〈ρ(mN + λB), T 〉 = ρλ.
Analogno je
(2.138) α̃− α = ρ(nÑ + ωB̃),
odakle je
(2.139) 〈α̃− α, T̃ 〉 = 〈ρ(nÑ + ωB̃), T̃ 〉 = ρω.
Kada uslov (iii) uvrstimo u relacije (2.137) i (2.139), dobijamo
(2.140) ρλ = ρω = c0,
odakle je
(2.141) λ(s) = ω(s̃) =
c0
ρ
= constant 6= 0.
Diferencirawem jedna~ine (2.136) po s i primenom Kartanovih formula
i relacije (2.141), nalazimo da je
(2.142) α̃
′
= (1−mρτ)T + ρλτN −mρB.
Koriste}i uslov 〈α̃′ , α̃′〉 = 0 sledi da je
(2.143) ρ =
2m
λ2τ 2 + 2τ
.
Kako su ρ,m i λ konstante, zakqu~ujemo da je
(2.144) τ = constant 6= 0.
86
2 Specijalne vrste krivih u prostorima Minkovskog
Diferencirawem relacije (2.142) po s i primenom Kartanovih formula i
relacija (2.141) i (2.144), nalazimo da je
(2.145) α̃
′′
= (−ρλτ 2)T + (1− 2mρτ)N − ρλτB.
Skalarnim kvadrirawem prethodne relacije dobijamo
(2.146) 〈α̃′′ , α̃′′〉 = 1− 4mρτ + 4ρ2τ 2 + 2ρ2λ2τ 3,
Pomo}u relacija (2.143) i (2.146) sledi
(2.147) 〈α̃′′ , α̃′′〉 = 1,
{to zna~i da je s parametar pseudo du`ine luka krive α̃. Otuda je
(2.148) T̃ = α̃
′
, Ñ = α̃
′′
.




(mN + λB − nÑ).
Pomo}u uslova 〈Ñ , B̃〉 = 0 i relacija (2.145), (2.148) i (2.149) sledi da je
(2.150) m− ρ(2τ + τ 2λ2)− n = 0,
{to zajedno sa relacijom (2.143) daje
(2.151) m = −n = ±1.



















Skalarnim mno`ewem prethodnog izraza sa Ñ i koriste}i relacije (2.145)
i (2.148), dolazimo do relacije
(2.154) 〈B̃′ , Ñ〉 = −mτ
λ
〈T, Ñ〉+ τ〈N, Ñ〉 − m
λ
〈B, Ñ〉 = τ.
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S druge strane, na osnovu Kartanovih formula krive α̃ va`i
(2.155) 〈B̃′ , Ñ〉 = τ̃ .
Dakle,
(2.156) τ̃ = τ.
Skalarnim mno`ewem relacije (2.152) sa B i primenom relacija (2.143),
(2.145) i (2.148), dobijamo
(2.157) 〈B, B̃〉 = − 2τ
2
λ2τ 2 + 2τ
,
odakle sledi da je
(2.158) τ = − 2〈B, B̃〉
λ2〈B, B̃〉+ 2
,
~ime je dokaz kompletiran. 
Slede}a teoremadaje uslove prikojima transformacija nulKartanovih
kubnih krivih predstavqa Baklundovu transformaciju tih krivih, a wen
dokaz je analogan dokazu prethodne teoreme.
Teorema 2.28. ([39]) Neka je ϕ : α → α̃ transformacija nul Kartanovih
krivih α i α̃ u prostoru R31 parametrizovanih parametrima pseudo du`ine
luka s i s̃ ~iji su Kartanovi reperi {T,N,B} i {T̃ , Ñ , B̃} redom, tako da su
ispuweni uslovi:
(i) prava koja spaja odgovaraju}e ta~ke α i α̃ nalazi se u preseku oskulator-
nih ravni B⊥ = span{N,B} i B̃⊥ = span{Ñ , B̃};
(ii) odse~ak prave [αα̃] ima jedini~nu du`inu;
(iii) 〈α̃− α, T 〉 = 〈α̃− α, T̃ 〉 = 〈α̃− α,N〉s = 〈α̃− α, Ñ〉s.
Tada su α i α̃ nul Kartanove kubne krive.
Pretpostavimo da je vrtlo`no vlakno u prostoruMinkovskogR31 apro-
ksimirano vektorom polo`aja nul Kartanove krive γ(s, t). Analogno
dokazu koji je izlo`en u poglavqu 2.5 za pseudo nul krive, u radu [39] je
dokazano da vektor brzine v(s, t) = γt(s, t) nul Kartanove krive γ(s, t) ima
pravac tangentnog vektora T (s, t) te krive. Tako|e je u istom radu dokazano
da su evolucione jedna~ine krivine i torzije nul Kartanove krive oblika
κ(s, t) = 1, τ(s, t) = ec0(s−t)+c1 ,
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pri ~emu c0 ∈ R \ {0}, c1 ∈ R.
Na osnovu slede}ih dveju teorema sledi da nul Kartanova kriva i wen
Kartanov reper generi{u Ha{imoto povr{i koje predstavqaju re{ewa
jedna~ine vrtlo`nog vlakna nul Kartanove krive.
Teorema 2.29. ([39]) Neka je α nul Kartanova kriva u prostoru R31 sa Kar-
tanovim reperom {T,N,B} i S prenosna povr{ data jedna~inom
x(s, t) = T (s) + t(p(s)T (s) + q(s)N(s) + r(s)B(s)),
pri ~emu su p(s), q(s) i r(s) proizvoqne diferencijabilne funkcije i s pa-
rametar pseudo du`ine luka krive α. Tada je povr{ S re{ewe jedna~ine
vrtlo`nog vlakna
xt = xs × xss
ako i samo ako je:
(i) α nul Karatanova helisa sa torzijom τ(s) 6= 0, a S nedegenerativna
Ha{imoto povr{ sa parametarskom jedna~inom (slika 3)
x(s, t) = T (s) + t(−τT (s) +B(s));
Slika 3: Nedegenerativna Ha{imoto povr{
(ii) α nul Karatanova kubna kriva, a S svetlosna Ha{imoto povr{ sa
parametarskom jedna~inom
x(s, t) = T (s) + tB(s).
Teorema 2.30. ([39]) Neka je α nul Kartanova kriva u prostoru R31 sa Kar-
tanovim reperom {T,N,B} i S prenosna povr{ data jedna~inom
x(s, t) = B(s) + t(p(s)T (s) + q(s)N(s) + r(s)B(s)),
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pri ~emu su p(s), q(s) i r(s) proizvoqne diferencijabilne funkcije i s pa-
rametar pseudo du`ine luka krive α. Tada je povr{ S re{ewe jedna~ine
vrtlo`nog vlakna ako i samo ako je α nul Karatanova helisa sa torzi-
jom τ(s) 6= 0, a S nedegenerativna Ha{imoto povr{ sa nenul prenosima i
parametarskom jedna~inom
x(s, t) = B(s) + t(−τ 3T (s) + τ 2B(s)).
2.7 Zakqu~ak
Rektifikacione, normalne i oskulatorne krive u euklidskom prostoru
imaju geometrijsku osobinu dawihov vektor polo`aja u odnosu na izabrani
koordinatni po~etak uvek le`i u rektifikacionoj, normalnoj, ili osku-
latornoj ravni redom. B.Y Chen je 2003. godine definisao rektifika-
cione krive. Tako|e, B.Y. Chen i F. Dillen su 2005. godine otkrili
da postoji veza izme|u rektifikacionih krivih i Darbuovog vektora (cen-
troida), koji ima va`nu ulogu u kinematici i pomo}u koga su uvedene krive
konstantne precesije. Rektifikacione, normalne i oskulatorne krive se
tako|e mogu posmatrati i u prostoru Minkovskog. Jedno od pitawa koje se
nametnulo pri wihovom prou~avawu, bilo je da li postoje relacije izme|u
ove tri vrste krivih. U ovoj glavi su izlo`ene relacije izme|u rekti-
fikacionih i normalnih krivih u prostoru Minkovskog R31. U odnosu na
izabrani pregradni snop svetlosne ravni sa jedna~inom x = y, dokazano
je da su prave jedine rektifikacione krive koje se projektuju na normalnu
krivu i odre|ene su eksplicitne parametarske jedna~ine prostorne nor-
malne krive koja se projektuje u pseudo nul rektifikacionuW -krivu. Ove
relacije se daqe mogu pro{iriti i na ostale vrste krivih, kao i na pro-
store ve}ih dimenzija.
Par Manhajmovih krivih u euklidskom prostoru prvi je definisao
L.P. Eisenhart 1960. godine. Wihovo uop{tewe u euklidskom prostoru R4
uveli su H. Matsuda i S. Yorozu 2009. godine. Ispitivawe uop{tenih
Manhajmovih krivih u prostor-vremenu Minkovskog R41 je dosta obimnije
nego u euklidskom prostoruR4, zbog postojawa tri mogu}a kauzalna karak-
tera odgovaraju}e ravni pridru`ene krive koja sadr`i vektor glavne nor-
male polazne krive. U ovoj glavi je data karakterizacija uop{tenih nul
Manhajmovih krivih i dokazano je da ne postoje uop{tene pseudo nul i par-
cijalno nul Manhajmove krive. Najzahtevniji deo pri odre|ivawu karak-
terizacije bilo je dobijawe relacije izme|u repera polazne i pridru`ene
krive. Zavisno od toga da li je ravan odre|ena vektorskim poqima bi-
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normala pridru`ene uop{tene Manhajmove krive prostorna ili vremen-
ska, uop{tenoj nul Manhajmovoj krivoj pridru`ena je vremenska, odnosno
prostorna kriva i eksplicitno su odre|eni reperi takvog para krivih.
U slu~aju kada je posmatrana ravan odre|ena vektorskim poqima binor-
mala pridru`ene uop{tene Manhajmove krive svetlosna, dobijeno je da je
pridru`ena uop{tena Manhajmova kriva tako|e nul Kartanova kriva. U
prostoru Minkovskog R31 problem je dosta jednostavniji. Naime, u ovoj
glavi je dokazano da ne postoje nul Manhajmove krive, kao i da su je-
dine pseudo nul Manhajmove krive sa prvom krivinom κ(s) 6= 0 pseudo nul
kru`nice. Manhajmove krive se tako|e mogu ispitivati u semi-euklidskom
prostoru Rnν dimenzije n > 4 i indeksa ν > 1.
Baklundova transformacija pseudosfernih povr{i je preslikavawe
koje zadovoqava odgovaraju}e uslove i ima va`nu ulogu u teoriji soli-
tona i integrabilnih sistema. Baklundovu transformaciju euklidskih
krivih uveli su A. Calini i T. Ivey 1998. godine kao transformaciju koja
~uva torziju tih krivih. U prostoru Minkovskog R31, Baklundove trans-
formacije prostornih i vremenskih krivih definisali su H. Simsek i
M. Özdemir 2016. godine. Me|utim, postavilo se pitawe da li postoji
kriva koja predstavqa Baklundovu transformaciju pseudo nul krive ili
nul Kartanove krive, kao i da li je mogu}e odrediti uslove pri kojima
je preslikavawe pseudo nul krivih ili nul krivih Baklundova transfor-
macija tih krivih. Baklundova transformacija nul Kartanovih i pseudo
nul krivih, uvedena u ovoj glavi, je specifi~na u odnosu na Baklundovu
transformaciju prostornih i vremenskih krivih po tome {to predstavqa
preslikavawe kongruentnih helisa, a ne krivih ~ije su krivine razli~ite,
a torzije jednake istoj konstanti. Slede}i korak u prou~avawu ove vrste
krivih mo`e biti odre|ivawe Baklundove transformacije krive u euklid-
skom prostoru R4, ili u protor-vremenu Minkovskog R41.
Jedna~inu vrtlo`nog vlakna, kao model kretawa 1-dimenzionalnog
vrtlo`nog vlakna u idealnom fluidu, uveo je R.S. Da Rios 1906. godine.
Vektor polo`aja 1-dimenzionalnog vrtlo`nog vlakna se mo`e aproksimi-
rati krivom α(s, t) koja evolvira u skladu sa jedna~inom vrtlo`nog vlakna
i koja je parametrizovana parametrom du`ine luka s u svakom trenutku
t. Kriva koja evolvira generi{e Ha{imoto povr{, a vektor brzine te
krive u euklidskom prostoru ima pravac binormale krive. U prostoru
Minkovskog R31, jedna~ina vrtlo`nog vlakna prostorne i vremenske krive
dobijena je u radovima G. Muniraje i G. Lakshmanana 2010. godine.
Kod tih krivih, vektor brzine krive ima pravac wene binormale. U ovoj
glavi je ispitano da li u slu~aju pseudo nul krivih i nul Kartanovih
krivih vektor brzine ima isti takav pravac, ako one evolviraju u skladu
sa jedna~inom vrtlo`nog vlakna. Dobijen je interesantan rezultat, da
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vektor brzine pseudo nul krive ima pravac glavne normale, a vektor
brzine nul Kartanove krive pravac tangente. Tako|e su dobijene prostor-
ne, vremenske i svetlosne Ha{imoto povr{i, koje predstavqaju re{ewa
jedna~ine vrtlo`nog vlakna pseudo nul i nul Kartanove krive u prostoru
Minkovskog R31. U mogu}im daqim istra`ivawima, bilo bi od zna~aja
ispitati oblik jedna~ine vrtlo`nog vlakna koji je aproksimiran krivom
u prostor-vremenuMinkovskogR41 i odrediti parametarske jedna~ine tako
nastalih Ha{imoto povr{i.
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U ovoj glavi dajemo originalne rezultate doktorske disertacije koji
su publikovani u radu [43], a koji se odnose na dobijawe Bi{opovih repera
(repera kojiminimalno rotiraju, relativno paralelnih adaptiranih repera)
pseudo nul krivih i nul Kartanovih krivih u prostoru Minkovskog R31.
U tom ciqu, koristi}emo tehniku koja nije analogna euklidskom slu~aju.
Naime, Bi{opov reper se u euklidskom slu~aju mo`e dobiti rotacijom
vektorskih poqa glavne normale N i binormale B oko tangentnog vek-
torskog poqa T . Pomenuta rotacija se realizuje u normalnoj ravni krive.
Me|utim, kod pseudo nul krivih rotacija pomo}u koje se dobijaju vek-
torska poqa Bi{opovog repera se ne realizuje u jednoj ravni (Teorema
3.2). Neke od mogu}ih primena Bi{opovih repera pseudo nul i nul Kar-
tanovih krivih su klasifikacija Darbuovih helisa k-tipa, Baklundovih
transformacija, Manhajmovih i Bertranovih krivih, itd.
3.1 Bi{opov reper pseudo nul krive
Najpre }emo uvesti Bi{opov reper {T1, N1, N2} pseudo nul krive u
prostoru R31 koji je pseudo ortonormiran, tj. vektorska poqa tog repera
zadovoqavaju uslove
〈T1, T1〉 = 1, 〈N1, N1〉 = 〈N2, N2〉 = 0,
〈T1, N1〉 = 〈T1, N2〉 = 0, 〈N1, N2〉 = 1.
Prema tome, on sadr`i jedan prostorni vektor T (s) i dva svetlosna line-
arno nezavisna vektora N1(s) i N2(s).
Definicija 3.1. ( [43]) Bi{opov reper {T1, N1, N2} pseudo nul krive α u
prostoru R31 je pozitivno orijentisan pseudo ortonormirani reper koji
sadr`i tangentno vektorsko poqeT1i dva relativno paralelna svetlosna
normalna vektorska poqaN1iN2.
Pod relativnom paralelno{}u vektorskih poqaN1 iN2 podrazumevamo
da su normalne komponente wihovih izvoda po prirodnom parametru s
jednake nuli. Vektorsko poqe N ′1 u odnosu na bazu{T1, N1, N2} ima dekom-
poziciju oblika
N ′1 = aT1 + bN1 + cN2,
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gde su a, b i c proizvoqne diferencijabilne funkcije po s. Normalna
komponenta vektorskog poqa N ′1 je vektorsko poqe bN1 + cN2. Kako je
normalna komponenta vektorskog poqa N ′1 jednaka nuli, sledi da je vek-
torsko poqe N ′1 kolinearno sa T1. Isto se zakqu~uje i za vektorsko poqe
N ′2. Po{to je 〈N1, N ′1〉 = 0, vektorsko poqe N ′1 pripada svetlosnoj ravni
N⊥1 = span{T1, N1}. Vektorsko poqeN ′1 u toj ravni minimalno rotira ako
je kolinearno sa T1 ili N1. Kada bi bilo kolinearno sa N1, tada bi se
Freneov i Bi{opov reper poklapali, {to nije mogu}e. Prema tome, vek-
torska poqa N ′1 i T1 su kolinearna. Analogno se dokazuje da su vektorska
poqa N ′2 i T1 kolinearna. Teorema koja sledi daje relaciju izme|u Fre-
neovog i Bi{opovog repera pseudo nul krive, kao i jedna~ine Bi{opovog
repera. Na osnovu te teoreme, postoje dva mogu}a Bi{opova repera pseudo
nul krive u prostoru Minkovskog R31.
Teorema 3.1. ([43]) Neka je α prirodno parametrizovana pseudo nul kriva u
prostoru R31 sa krivinom κ(s) = 1 i torzijom τ(s). Tada relacija izme|u













a jedna~ine Bi{opovog repera su oblika T ′1N ′1
N ′2
 =





pri ~emu su κ1(s) = 0 i κ2(s) = c̄e
∫
τ(s)ds, c̄ ∈ R+ \{0} prva i druga Bi{opova













a jedna~ine Bi{opovog repera su oblika T ′1N ′1
N ′2
 =





pri ~emu su κ1(s) = c̄e
∫
τ(s)ds, c̄ ∈ R− \{0} i κ2(s) = 0 prva i druga Bi{opova
krivina krive α redom.
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U slede}oj teoremi data je geometrijska interpretacija relacije (3.1).
Teorema 3.2. ([43]) Neka je α prirodno parametrizovana pseudo nul kriva u
prostoru R31 sa Freneovim reperom {T,N,B}, krivinom κ(s) = 1 i torzijom
τ(s). Ako je Bi{opov reper {T1, N1, N2} ove krive dat relacijom (3.1), pri
~emu je κ2(s) druga Bi{opova krivina, tada je:
(i) Rϕ(N) = N1, gde je Rϕ hiperboli~ka rotacija za hiperboli~ki ugao
ϕ(s) = − ln(κ2(s)) oko prostorne ose u pravcu vektora e3 = (0, 0, 1);
(ii) (R−ω ◦R−θ ◦Rω)(B) = N2, gde jeRω rotacija za ugao ω(s) = −
∫
κ2(s)ds
oko svetlosne ose u pravcu vektora e0 = (1, 1, 0), a R−θ hiperboli~ka
rotacija za hiperboli~ki ugao −θ = −
∫
τ(s)ds − ln c̄ oko prostorne ose
u pravcu vektora e3 = (0, 0, 1), c̄ ∈ R+ \ {0}.
Dokaz. Iz Freneovih jedna~ina pseudo nul krive α imamo da je
N ′(s) = τ(s)N(s).
Neka je N(s) = (x1(s), x2(s), x3(s)), pri ~emu su x1, x2 i x3 neke diferenci-











τ(s)ds+a, x2(s) = e
∫
τ(s)ds+b, x3(s) = e
∫
τ(s)ds+c,
gde su a, b, c ∈ R konstante. Kako je κ2(s) = c̄e
∫
τ(s)ds, zamenom u prethodnoj














gde je c̄ ∈ R+ \ {0}. Stoga je
N(s) = κ2(s)Ā,
pri ~emu je Ā =
1
c̄
(ea, eb, ec) konstantan vektor. Po{to je N nul vektor,
imamo da je
0 = 〈N(s), N(s)〉 = 〈κ2(s)Ā, κ2(s)Ā〉 = κ22(s)〈Ā, Ā〉,
odakle sledi da je Ā konstantan nul vektor. Do na izometrije prostora R31
mo`emo uzeti da je Ā = (1, 1, 0), pa je vektor glavne normale oblika
N(s) = (κ2(s), κ2(s), 0).
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Primenom hiperboli~ke rotacije Rϕ na vektor N za hiperboli~ki ugao
ϕ = − ln(κ2(s)) oko prostorne ose u pravcu vektora e3 = (0, 0, 1), dobijamo
Rϕ(N) =






N = (1, 1, 0) = N1,
~ime je dokazan prvi deo (i) teoreme.
Da bismo dokazali drugi deo teoreme, koristimo relaciju T
′
= N =
(κ2(s), κ2(s), 0). Integraqewem prethodne jednakosti, nalazimo da je je-








S obzirom da Bi{opov vektor N2(s) ispuwava uslove




















































Sada dobijeni vektor B rotiramo oko svetlosne ose u pravcu vektora N1

































Na dobijeni vektor primewujemo hiperboli~ku rotaciju R−θ oko pro-
storne ose u pravcu vektora e3 = (0, 0, 1) za hiperboli~ki ugao −θ(s) =
−
∫
τ(s)ds− ln c̄, c̄ ∈ R+ \ {0}, odakle je
(R−θ ◦Rω)(B) =
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Na kraju, dobijeni nul vektor rotiramo za ugao −ω(s) =
∫
κ2(s)ds oko
svetlosne ose u pravcu vektora N1 {to implicira da je
(R−ω ◦R−θ ◦Rω)(B) =










~ime je dokazan i drugi deo (ii) teoreme. 
Analogno, geometrijska interpretacija relacije (3.2) data je u slede}oj
teoremi.
Teorema 3.3. ([43]) Neka je α prirodno parametrizovana pseudo nul kriva u
prostoru R31 sa Freneovim reperom {T,N,B}, krivinom κ(s) = 1 i torzijom
τ(s). Ako je Bi{opov reper {T1, N1, N2} ove krive dat relacijom (3.2), pri
~emu je κ1(s) prva Bi{opova krivina, tada je:
(i) Rϕ(N) = N2, gde je Rϕ hiperboli~ka rotacija za hiperboli~ki ugao
ϕ(s) = − ln(−κ1(s)) oko prostorne ose u pravcu vektora e3 = (0, 0, 1);
(ii) (R−ω ◦R−θ ◦Rω)(B) = N1, gde jeRω rotacija za ugao ω(s) = −
∫
κ1(s)ds
oko svetlosne ose u pravcu vektora e0 = (1, 1, 0), a R−θ hiperboli~ka
rotacija za hiperboli~ki ugao −θ = −
∫
τ(s)ds − ln(−c̄) oko prostorne
ose u pravcu vektora e3 = (0, 0, 1), c̄ ∈ R− \ {0}.
3.2 Bi{opov reper nul Kartanove krive
Uovompoglavqu}emodefinisatiiopisatiBi{opovreperiBi{opove
krivine nul Kartanove krive u prostoru Minkovskog R31. Bi{opov reper
je ortonormirani reper koji sadr`i jedan prostorni i dva svetlosna li-
nearno nezavisna vektora. Posebno }emo razmotriti slu~aj kada je druga
Kartanova krivina nul Kartanove krive jednaka nuli i u tom slu~aju za-
kqu~iti da se Kartanov reper te krive poklapa sa wenim Bi{opovim
reperom.
Definicija 3.2. ([43]) Bi{opov reper {T1, N1, N2} negeodezijske nul Kar-
tanove krive α u prostoru R31 je pozitivno orijentisan pseudo ortonor-
mirani reper koji sadr`i tangentno vektorsko poqe T1, relativno pa-
ralelno prostorno vektorsko poqe N1 i relativno paralelno svetlosno
transverzalno vektorsko poqe N2.
Vektorska poqa N1 i N2 su relativno paralelna, ako su wihovi izvodi
po parametru pseudo du`ine luka kolinearni sa vektorskim poqem N2,
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{to je ekvivalentno uslovu da je normalna komponenta vektorskih poqa
N ′1 i N
′
2 jednaka nuli.
Teorema 3.4. ([43]) Neka je α nul Kartanova kriva u prostoruR31 parametri-
zovana parametrom pseudo du`ine luka s, sa krivinom κ(s) = 1 i torzijom
τ(s). Tada relacija izme|u Bi{opovog repera {T1, N1, N2} i Kartanovog












dok su jedna~ine Bi{opovog repera oblika
(3.4)










pri ~emu je prva Bi{opova krivina κ1(s) = 1, a druga Bi{opova krivina κ2(s)




Dokaz. Kako je α nul Kartanova kriva sa pozitivno orijentisanim
Kartanovim reperom {T,N,B}, vektorska poqa ovog repera ispuwavaju
uslove
(3.5)
〈T, T 〉 = 〈B,B〉 = 0, 〈N,N〉 = 1,
〈T,B〉 = −1, 〈T,N〉 = 〈N,B〉 = 0,
i zadovoqavaju relacije
T ×N = −T, N ×B = −B, B × T = N.
Ako je {T1, N1, N2} Bi{opov reper krive α, tada je
〈T1, T1〉 = 〈N2, N2〉 = 0, 〈N1, N1〉 = 1,
〈T1, N1〉 = 〈N1, N2〉 = 0, 〈T1, N2〉 = −1.
Tako|e va`e i relacije
T1 ×N1 = −T1, N1 ×N2 = −N2, N2 × T1 = N1.
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gde je κ2(s) proizvoqna diferencijabilna funkcija. Pomo}u relacija (3.6)
i (3.7) i koriste}i dekompoziciju vektorskog poqa T ′1 u odnosu na Bi{opov
reper, nalazimo da je
(3.8) T ′1 = κ2T1 + κ1N1.
Na osnovu relacija (3.6), (3.7) i (3.8) sledi va`i relacija (3.4). Kako je T1
tangentno nul vektorsko poqe, mo`emo uzeti da je
(3.9) T1 = T.
Po{to je 〈T1, N1〉 = 0, bi}e i 〈T, N1〉 = 0, odakle sledi da vektor N1
pripada normalnoj ravni T⊥. Otuda je
(3.10) N1 = aT + bN,
gde su a(s) i b(s) proizvoqne diferencijabilne funkcije. Iz uslova
〈N1, N1〉 = 1 i relacije (3.5), dobijamo da je b(s) = ±1. Pretpostavimo
najpre da je b(s) = 1. Tada je
(3.11) N1 = aT +N.
Ostaje da odredimo vektorsko poqe N2. Koriste}i uslove (3.5) i (3.6) i




T + aN +B.






= N = N1 − aT = N1 − aT1.
Relacije (3.7) i (3.13) impliciraju da je
(3.14) κ1(s) = 1, κ2(s) = −a.
Diferencirawem relacije (3.11) po s, primenom Kartanovih formula
krive α i relacija (3.6), (3.14) sledi da druga Bi{opova krivina κ2(s)
zadovoqava Rikatijevu diferencijalnu jedna~inu
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Time je dokazano da va`i relacija (3.3). Ako pretpostavimo da je b(s) = −1,
dobijamo negativno orijentisan Bi{opov reper, {to je kontradikcija. 
Ako je α nul Kartanova kubna kriva, tada je wena torzija τ(s) = 0.
Zamenom τ(s) = 0 u Rikatijevoj diferencijalnoj jedna~ini (3.15) sledi
da je druga Bi{opova krivina κ2(s) = 0, ili κ2(s) = 2/s. Na taj na~in
dobijamo slede}u posledicu prethodne teoreme, na osnovu koje se mo`e
zakqu~iti da od svih nul Kartanovih krivih u prostoru Minkovskog R31,
jedino nul Kartanova kubna kriva ima dva Bi{opova repera od kojih se
jedan poklapa sa wenim Kartanovim reperom.
Posledica 3.1. ([43]) Neka je α(s) nul Kartanova kubna kriva u prostoru R31
parametrizovana parametrom pseudo du`ine luka s. Tada relacija izme|u












































pri ~emu je prva Bi{opova krivina κ1(s) = 1, a druga Bi{opova krivina
κ2(s) = 0.
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3.3 Zakqu~ak
Relativno paralelan adaptirani reper uveo je R.L. Bishop 1975. go-
dine kao reper koji ima svojstvo minimalne rotacije u smislu da sadr`i
dva relativno paralelna vektorska poqa. Takav reper se u euklidskom
slu~aju mo`e dobiti rotacijom Freneovog repera oko tangentnog vek-
torskog poqa krive za odgovaraju}i ugao. U 3-dimenzionalnom prostoru
Minkovskog, Bi{opov reper prostornih i vremenskih krivih su defini-
sali M. Özdemir i A. A. Ergin 2008. godine.
Me|utim, postojalo je otvoreno pitawe da li takav reper imaju pseudo
nul krive i nul Kartanove krive, s obzirom da reperi pomenutih krivih
sadr`e po dva nul vektorska poqa. U ovoj glavi je prikazano dobijawe
takvih repera. Preciznije, dokazano je da postoje dve mogu}nosti za
Bi{opov reper pseudo nul krive i jedna mogu}nost za Bi{opov reper
nul Katranove krive, osim ako je ona nul Kartanova kubna kriva. Naime,
takva kriva ima dva Bi{opova repera, od kojih se jedan poklapa sa wenim
Kartanovim reperom. Dobijeni reperi mogu imati {iroku primenu u
ispitivawu geometrijskih osobina pseudo nul i nul Kartanovih krivih.
Na primer, Bi{opovi reperi bi se mogli primeniti u klasifikaciji
pseudo nul i nul Manhajmovih krivih, kao i za izvo|ewe Baklundovih
transformacija pseudo nul i nul Kartanovih krivih.
Mogu}e daqe istra`ivawe ovih repera se ogleda u ~iwenici da jo{
nije ispitano da li postoji reper sa svojstvom minimalne rotacije du`
krive koja le`i na povr{i u prostoru Minkovskog. Osim toga, jedan od
pravaca daqeg istra`ivawa jeste i ispitivawe mogu}nosti da se defini{e
Bi{opov reper pseudo nul krive i parcijalno nul krive u prostor-vremenu
Minkovskog R41.
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4 Specijalne vrste povr{i u prostoruMinkovskog
U poglavqu 1.12 je napomenuto da ravan koja sadr`i profilnu krivu
uvijene povr{i mo`e biti bilo kog kauzalnog karaktera, a ako je ta ravan
svetlosna i uvijena povr{ koja nastaje je iskqu~ivo svetlosna. Me|utim,
u radu [44] je uvedena nova klasa uvijenih povr{i - uvijene povr{i druge
vrste, koje mogu biti prostorne, vremenske ili svetlosne, iako je ravan
koja sadr`i profilnu krivu svetlosna. U ovoj glavi navodimo originalne
rezultate doktorske disertacije koji su objavqeni u radu [44].
4.1 Uvijene povr{i druge vrste
Uvijene povr{i druge vrste koje }emo sada definisati, predstavqaju
uop{tewerotacionihpovr{i. One se dobijaju nametawem slede}ih uslova.
Profilna kriva je ravna kriva koja le`i u svetlosnoj ravni, osa oko koje
rotiramo krivu pripada istoj ravni, dok nam je za drugu osu oko koje
rotira svetlosna ravan neophodno da uo~imo nul transverzalni vektor
tangentnog snopa te ravni ([44]).
Kako je restrikcija metri~kog tenzora prostoraR31 na svetlosnoj ravni
π degenerativna, radikalni (nul) prostor tangentne ravni TPπ u svakoj
ta~ki P ∈ π je podprostor Rad(TPπ) definisan sa
(4.1) Rad(TPπ) = {v ∈ TPπ | 〈u, v〉 = 0,∀u ∈ TPπ}.
Svetlosna ravan je tangentna ravan svetlosnog konusa, pa sadr`i jednu
wegovu izvodnicu. Osim nul vektora koji predstavqa pravac izvodnice,
svetlosna ravan ne sadr`i druge svetlosne vektore. Neka je v svetlosni
vektor svetlosne ravni TPπ. Tada je TPπ
⊥ upravo vektor v, pa je
(4.2) Rad(TPπ) = TPπ
⊥.
Ako sa S(TPπ) ozna~imo vektorski snop komplementaran sa Rad(TPπ) u
TPπ, tada je
(4.3) TPπ = Rad(TPπ)⊕ S(TPπ),
pri ~emu je S(TPπ) pregradni (skrin) vektorski snop na π. Pregradni
vektorski snop ~ine prostorni vektori i on nije jedinstven. S druge
strane, za uo~eni pregradni snop S(TPπ), postoji jedinstveni svetlosni
transverzalni vektorski snop ltr(TPπ) komplementaran sa TPπ u TPR31|π.
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Kao {to je napomenuto u poglavqu 1.3, na osnovu Teoreme 1.1 postoji
slede}a dekompozicija prostora R31
(4.4) R31|π = Rad(TPπ)⊕ S(TPπ)⊕ ltr(TPπ).
Prethodnu dekompoziciju koristimo pri uvo|ewu svetlosnih povr{i
druge vrste u prostoru R31.
Definicija 4.1. ([44])Uvijena povr{ druge vrste u prostoruMinkovskogR31
je rotaciona povr{ dobijena rotacijom profilne krive oko ose koja le`i
u svetlosnoj ravni π profilne krive, dok istovremeno ravan π rotira oko
ose ~iji je pravac odre|en svetlosnim transverzalnim vektorom ltr(TPπ)
ravni π.
S obzirom da svetlosni transverzalni vektorski snop ltr(TPπ) svetlo-
sne ravni π nije jedinstven, za razli~ite izbore ovih snopova dobijamo
razli~ite parametrizacije uvijenih povr{i druge vrste, {to implicira
da dobijene povr{i mogu imati proizvoqan kauzalni karakter. Ako sve-
tlosna ravan π ima jedna~inu x = z, tada je Rad(TPπ) = span{(1, 0, 1)},















4.2 Klasifikacija svetlosnih uvijenih povr{i druge vrste
U ovom poglavqu }emo klasifikovati svetlosne uvijene povr{i druge
vrste. U tom ciqu, pretpostavimo da profilna kriva α pripada sve-
tlosnoj ravni π sa jedna~inom x = z. Tada wena parametarska jedna~ina
glasi
(4.5) α(t) = (t, f(t), t),
gde je f(t) proizvoqna diferencijabilna funkcija. Razmotri}emo dve
mogu}nosti u zavisnosti od kauzalnog karaktera ose l u ravni π oko koje
rotira profilna kriva α.
(A) OSA l JE PROSTORNA PRAVA.
Izaberimo uravniπ prostornu pravu l koja prolazi kroz ta~kuP (b, 0, b)
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pri ~emu jeϕ = cs, c ∈ RLorencov ugao rotacije. Kako je za c = 0 pomenuta
rotacija identi~ko preslikavawe, pretpostavi}emo da je c 6= 0. Dok kriva
α rotira okoose l, ravanπ koja sadr`ikrivuα rotira okoose ~iji je pravac







. Kako se obe
rotacije vr{e istovremeno, koristi}emo isti parametar s. Na taj na~in,
dobijamo slede}u parametrizaciju uvijene povr{idruge vrste u matri~nom
obliku ([44])
(4.6) x(s, t) =
 1− s22 s − s22−s 1 −s
s2
2
−s 1 + s2
2
 b+ t cosh(cs) + t sinh(cs)f(t)
b+ t cosh(cs) + t sinh(cs)
 .
U teoremi koja sledi su date parametarske jedna~ine svetslosnih uvi-
jenih povr{i druge vrste sa parametrizacijom (4.6).
Teorema 4.1. ([44]) Svetlosna uvijena povr{ druge vrste u trodimenzional-
nom prostoru Minkovskog sa parametrizacijom (4.6) je svetlosni konus sa
parametarskom jedna~inom (slika 4)
Slika 4: Svetlosni konus
(4.7) x(s, t) = t((1− s2)ecs,−2secs, (1 + s2)ecs),
c ∈ R0, ili svetlosna prenosna povr{ ~ija je parametrizacija oblika (slika
5)









b ∈ R0, ~iji prenosi imaju pravac binormale pseudo nul bazne krive.
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Slika 5: Svetlosna prenosna povr{ sa pseudo nul baznom krivom
Dokaz. Pretpostavimo da svetlosna uvijena povr{ druge vrste ima
parametrizaciju (4.6). Koeficijentiprvefundamentalneforme te povr{i
su oblika
E(s, t) = 4(b+ tecs)2 + 4ctf(t)ecs,
F (s, t) = 2f(t)ecs − 2f ′(t)(b+ tecs),
G(s, t) = f
′ 2(t).




(t)− f(t)2 = 0,
ctf(t)f
′ 2(t) + 2bf(t)f
′
(t) = 0,
koji ima samo dva re{ewa f(t) = b = 0 i f(t) = 0, b 6= 0. Razmotri}emo ove
dve mogu}nosti posebno.
(i)Ako je f(t) = b = 0, dobija se parametrizacija svetlosne uvijene povr{i
druge vrste oblika (4.7).
(ii) Ako je f(t) = 0, b 6= 0 nastaje svetlosna prenosna povr{ sa parametri-
zacijom
(4.9) x(s, t) = ((1− s2)b,−2bs, (1 + s2)b) + t((1− s2)ecs,−2secs, (1 + s2)ecs),
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gde je α(s) = ((1 − s2)b,−2bs, (1 + s2)b) pseudo nul bazna kriva. Vektor
binormale te krive glasi









pa uo~avamo da prenosi
β(s) = ecs (1− s2,−2s, 1 + s2)
prenosne povr{i (4.9) imaju pravac vektora binormale B(s) krive α. S
obzirom na pomenutu osobinu i koriste}i relacije (4.9) i (4.10), dobijamo
parametrizaciju oblika (4.8). 
(B) OSA l JE SVETLOSNA PRAVA.
Izaberimo svetlosnu pravu l u ravni π koja prolazi kroz ta~kuP (0, b, 0)
u pravcu vektora e2 = (1, 0, 1). Rotacijom profilne krive α oko ose l,
dobijamo parametrizaciju




 1− c2s22 cs c2s22−cs 1 cs
− c2s2
2






Kako je za c = 0 pomenuta rotacija identi~ko preslikavawe, zahteva}emo
da je c 6= 0. Dok kriva α rotira oko ose l, ravan π koja sadr`i profilnu
krivu α istovremeno rotira oko ose koja ima pravac nul transverzalnog





). Time nastaje uvijena povr{ druge vrste ~ija je
parametrizacija u matri~nom obliku ([44])
(4.12) x(s, t) =
 1− s22 s − s22−s 1 −s
s2
2
−s 1 + s2
2
 t+ csf(t)b+ f(t)
t+ csf(t)
 .
Koeficijent c 6= 0 implicira da su brzine rotacija u op{tem slu~aju
razli~ite, bez obzira na to {to se izvode istovremeno, zbog ~ega su
parametrizovane istim parametrom.
Teorema 4.2. ([44]) Svetlosna uvijena povr{ druge vrste u trodimenzio-
nalnom prostoru Minkovskog sa parametrizacijom (4.12) je svetlosna pre-
nosna povr{ oblika (slika 6)
(4.13) x(s, t) = bc(s(s2 − 1), 2s2, s(−1− s2)) + t(1− s2,−2s, 1 + s2),
b, c ∈ R0, sa nul prenosima i baznom krivom koja le`i na svetlosnom konusu.
106
4 Specijalne vrste povr{i u prostoru Minkovskog
Slika 6: Svetlosna prenosna povr{ sa nul prenosima
Dokaz. Pretpostavimo da svetlosna uvijena povr{ druge vrste ima
parametrizaciju (4.12). Koeficijenti wene prve fundamentalne forme
glase
E(s, t) = 〈xs, xs〉 = 4c2s2f(t)2 + 8cstf(t) + 4t2 + 4bcf(t) + 4cf(t)2,
F (s, t) = 〈xs, xt〉 = 2bcsf
′
(t) + 2b+ 2f(t)− 2tf ′(t),
G(s, t) = 〈xt, xt〉 = f
′ 2(t).
Ako je EG− F 2 = 0, dobijamo sistem jedna~ina
f(t)2f
′ 2(t)− b2f ′ 2(t) = 0,
8ctf(t)f
′ 2(t)− 4bcf ′(t)(2b+ 2f(t)− 2tf ′(t)) = 0,
f
′ 2(t)(4t2 + 4bcf(t) + 4cf 2(t))− (2b+ 2f(t)− 2tf ′(t))2 = 0.
Sistem jedna~ina ima dva re{ewa f(t) = b = 0 i f(t) = −b 6= 0.
Razmotri}emo ove dve mogu}nosti posebno.
(i) Ako je f(t) = b = 0, tada se prava l i profilna kriva α poklapaju {to
je kontradikcija.
(i) Ako je f(t) = −b 6= 0, zamenom ove jednakosti u relaciji (4.12) dobijamo
da je svetlosna uvijena povr{ druge vrste svetlosna prenosna povr{ sa
parametrizacijom (4.13). Bazna kriva α ove povr{i sa parametrizacijom
α(s) = bc(s(s2 − 1), 2s2, s(−1− s2))
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le`i na svetlosnom konusu, dok su prenosi te povr{i nul vektori. 
4.3 Klasifikacija nedegenerativnih uvijenih povr{i druge
vrste
U ovom poglavqu }emo navesti parametrizacije nedegenerativnih uvi-
jenih povr{i druge vrste koje su ravne ili minimalne i koje su dobi-
jene u radu [44]. Tako|e }emo izlo`iti klasifikaciju nedegenerativnih
uvijenih povr{i druge vrste koje imaju konstantnu Gausovu ili sredwu
krivinu. Pritom }emo pretpostaviti da je parametrizacija tih povr{i
oblika (4.6) ili (4.12). Analogno prethodnom poglavqu 4.2, razmotri}emo
dve mogu}nosti za kauzalni karakter ose rotacije l, koja mo`e biti pro-
storna ili nul prava.
(A) OSA ROTACIJE l JE PROSTORNA PRAVA.
Teorema 4.3. ([44]) Nedegenerativna uvijena povr{ druge vrste u prostoru
R31 sa parametrizacijom (4.6) je ravna ako i samo ako je deo konusa
(4.14) x(s, t) = t((1− s2)ecs + ds, d− 2secs, (1 + s2)ecs − ds),
~ija direktrisa le`i na pseudosferi S21(d), d ∈ R+0 , c ∈ R0.
Dokaz. Da bismo klasifikovali ravne nedegenerativne uvijene povr{i





, M(s, t) =
[xst, xs, xt]
||xs × xt||








[8t2e3cs + e2cs(8btf(t) + 16bt+ 4ct2f ′(t))
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gde je norma normalnog vektora povr{i ozna~ena sa
W (s, t) = ||xs × xt|| =
√
|EG− F 2| 6= 0.
Tada je LN −M2 = 0 ako i samo ako va`i slede}i sistem jedna~ina:
−16f(t)f ′′(t)t2 − (4f(t)− 4tf ′(t))2 = 0,
−2f(t)f ′′(t)(8ctf(t) + 16bt+ 4ct2f ′(t))− 2(4f(t) −
4tf ′(t))(2cf(t)f ′(t)− 4bf ′(t)− 2ctf ′ 2(t)) = 0,
−2f(t)f ′′(t)(8b2 + 4bctf ′(t) + 2c2tf(t)f ′(t)) −
(2cf(t)f ′(t)− 4bf ′(t)− 2ctf ′ 2(t))2 = 0.
Prethodni sistem jedna~ina ima jedinstveno re{ewe f(t) = ct,c 6= 0 i
b = 0. Zamenom f(t) = ct i b = 0 u relaciji (4.6), dobija se parametrizacija
konusa (4.14) sa temenom u koordinatnom po~etku ~ija je direktrisa kriva
α(s) = ((1− s2)ecs + ds, d− 2secs, (1 + s2)ecs − ds).
koja le`i na pseudosferi S21(d), d ∈ R+0 . 
Teorema 4.4. ([44]) Ne postoje minimalne nedegenerativne uvijene povr{i
druge vrste sa parametrizacijom (4.6) u prostoru R31.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji minimalna nedegenerativna uvijena
povr{ druge vrste sa parametrizacijom (4.6). Koriste}i uslov EN −
2FM +GL = 0 dobija se sistem jedna~ina:
−8f(t)f ′′(t)t2 + 8t2f ′ 2(t)− (4f(t)− 4tf ′(t))2 = 0,
−2f(t)f ′′(t)(8bt+ 4ctf(t)) + 8ctf(t)f ′ 2(t) + 16btf ′ 2(t) +
4ct2f ′ 3(t)− (4f(t)− 4tf ′(t))(2cf(t)f ′(t)− 8bf ′(t) −
2ctf ′ 2(t)) = 0.
−8f(t)f ′′(t)b2 + f ′ 2(t)(8b2 + 4bctf ′(t) + 2c2tf(t)f ′(t)) +
4bf ′(t)(2cf(t)f ′(t)− 4bf ′(t)− 2ctf ′ 2(t)) = 0.
Prethodni sistem jedna~ina ima jedinstveno re{ewe f(t) = 0. Me|utim,
tada je EG− F 2 = 0, {to je kontradikcija. 
Tako|e se mogu klasifikovati i povr{i sa konstantnom Gausovom kri-
vinom.
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Slika 7: B-skrol
Teorema 4.5. ([44]) Nedegenerativna uvijena povr{ druge vrste u prostoru
R31 sa parametrizacijom (4.6) ima konstantnu Gausovu krivinu K = c0 6= 0
ako i samo ako je deo:
(i) B-skrola sa parametrizacijom (slika 7)





















gde c0 ∈ R+;
(ii) pseudosfere S21( 1√c0 ) ~ija parametrizacija glasi
(4.17)
x(s, t) = ((1− s2)(b+ tecs) + s√
c0
,−2s(b+ tecs) + 1√
c0
,
(1 + s2)(b+ tecs)− s√
c0
),
gde c0 ∈ R+ i b ∈ R0.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji nedegenerativna uvijena povr{ druge
vrste u prostoru R31 sa parametarskom jedna~inom (4.6) i konstantnom
Gausovom krivinom K = c0 6= 0. Tada je
(4.18) LN −M2 = c0λ(EG− F 2),
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jedini~ni vektor normale posmatrane nedegenerativne povr{i. Koefici-
jenti E, F i G prve fundamentalne forme su oblika
(4.19)
E(s, t) = 4(b+ tecs)2 + 4ctf(t)ecs,
F (s, t) = 2f(t)ecs − 2f ′(t)(b+ tecs),
G(s, t) = f
′ 2(t).
Kako je ‖xs × xt‖ =
√
|EG− F 2|, to }e λ i EG− F 2 biti suprotnog znaka.
Imaju}i ovo na umu, koriste}i koeficijente druge i prve fundamentalne
forme (4.15), (4.19), kao i relaciju (4.18), dolazimo do sistema jedna~ina:
16f(t)f ′′(t)t2 + [4f(t)− 4tf ′(t)]2 − c0[8f(t)f ′(t)t+ 4f 2(t)]2 = 0,
−2f(t)f ′′(t)[8ctf(t) + 16bt+ 4ct2f ′(t)]− 2[4f(t)− 4tf ′(t)][2cf(t)f ′(t) −
4bf ′(t)− 2ctf ′ 2(t)] + 2c0[8f(t)f ′(t)t+ 4f 2(t)][4ctf(t)f ′ 2(t) −
8bf(t)f ′(t)] = 0,
−2f(t)f ′′(t)[8b2 + 4bctf ′(t) + 2c2tf(t)f ′(t)]− [2cf(t)f ′(t) −
−4bf ′(t)− 2ctf ′ 2(t)]2 + c0[4ctf(t)f ′ 2(t)− 8bf(t)f ′(t)]2 = 0.
Re{ewe prethodnog sistema jedna~ina glasi: (i) a = 0 i f(t) = 1√
c0
; (ii)
a 6= 0 i f(t) = 1√
c0
.
(i) Ako je a = 0 i f(t) = 1√
c0
, zamenom prethodnih jednakosti u relaciji

























(4.22) β(s) = ecs(1− s2,−2s, 1 + s2).
Normalizuju}i prenose, mo`emo uzeti da je 〈α′(s), β(s)〉 = 1. Odatle za-
kqu~ujemo da je prenosna povr{ B-skrol (slika 7).
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(ii) Ako je a 6= 0 i f(t) = 1√
c0
, uvijena povr{ druge vrste ima parametriza-
ciju oblika (4.17) i predstavqa pseudosferu S21( 1√c0 ) sa centrom u koordi-
natnom po~etku. 
Slede}a teorema va`i za nedegenerativne uvijene povr{i druge vrste
konstantne sredwe krivine koje nisu minimalne i dokazuje se analogno
prethodnoj, pa wen dokaz izostavqamo.
Teorema 4.6. ( [44]) Nedegenerativna uvijena povr{ druge vrste x(s, t) u
prostoru R31 sa parametrizacijom (4.6) ima konstantnu sredwu krivinu
H = h0 6= 0 ako i samo ako je deo:
(i) B-skrola sa parametrizacijom















gde h0 ∈ R+;
(ii) pseudosfere S21(h0) sa parametrizacijom
x(s, t) = ((1− s2)(b+ tecs) + s
h0
,−2s(b+ tecs) + 1
h0
, (1 + s2)(b+ tecs)− s
h0
),
gde h0, c ∈ R+0 i b ∈ R0.
(B) OSA ROTACIJE l JE SVETLOSNA PRAVA.
U ovom slu~aju nedegenerativna uvijena povr{ druge vrste ima para-





[8c3s3f 2(t)f ′(t) + s2(16c2tf(t)f ′(t) + 8c2f 2(t))
+s(16ctf(t) + 8ct2f ′(t) + 12c2f 2(t)f ′(t) + 8bc2f(t)f ′(t))




[4bc2f ′ 2(t)s2 + 4cs(f(t)f ′(t)− tf ′ 2(t)(4.23)
+2bf ′(t)) + 4tf ′(t) + 2bcf ′ 2(t) + 4f(t) + 4b],




W (s, t) = ||xs × xt|| =
√
|EG− F 2| 6= 0
112
4 Specijalne vrste povr{i u prostoru Minkovskog
ozna~ena norma normalnog vektora povr{i koji mo`e biti prostorni ili
vremenski. Analogno slucaju (A), mo`e se dokazati slede}a teorema.
Teorema 4.7. ([44]) Ne postoje ravne nedegenerativne uvijene povr{i druge
vrste sa parametrizacijom (4.12) u prostoru R31.
Dokaz. Pretpostavimodapostoje ravnenedegenerativne uvijene povr{i
druge vrste sa parametrizacijom (4.12). Koriste}i relaciju (4.23), sledi
da je LN −M2 = 0 ako i samo ako va`i slede}i sistem jedna~ina:
16b2c4f ′ 4(t) = 0,
−16c3f 2(t)f ′(t)f ′′(t)(b+ f(t))− 32bc3f ′ 2(t)(f(t)f ′(t) −
tf ′ 2(t) + 2bf ′(t)) = 0,
−2f ′′(t)(b+ f(t))(16c2tf(t)f ′(t) + 8c2f 2(t))− 16(cf(t)f ′(t) −
ctf ′ 2(t) + 2bcf ′(t))2 − 8bc2f ′ 2(t)(−4tf ′(t) +
2bcf ′ 2(t) + 4f(t) + 4b) = 0,
−2f ′′(t)(b+ f(t))(16ctf(t) + 8ct2f ′(t) + 12c2f 2(t)f ′(t) +
8bc2f(t)f ′(t))− 8(cf(t)f ′(t)− tcf ′ 2(t) +
2bcf ′(t))(−4tf ′(t) + 2bcf ′ 2(t) + 4f(t) + 4b) = 0,
−2f ′′(t)(b+ f(t))(8t2 + 4ctf(t)f ′(t) + 8bcf(t) + 8cf 2(t)) −
(−4tf ′(t) + 2bcf ′ 2(t) + 4f(t) + 4b)2 = 0.
−8f(t)f ′′(t)t2 + 8t2f ′ 2(t)− (4f(t)− 4tf ′(t))2 = 0,
−2f(t)f ′′(t)(8bt+ 4ctf(t)) + 8ctf(t)f ′ 2(t) + 16btf ′ 2(t) +
4ct2f ′ 3(t)− (4f(t)− 4tf ′(t))(2cf(t)f ′(t)− 8bf ′(t) −
2ctf ′ 2(t)) = 0.
−8f(t)f ′′(t)b2 + f ′ 2(t)(8b2 + 4bctf ′(t) + 2c2tf(t)f ′(t)) +
4bf ′(t)(2cf(t)f ′(t)− 4bf ′(t)− 2ctf ′ 2(t)) = 0.
Jedinstveno re{ewe prethodnog sistema jedna~ina glasi f(t) = −b, {to
implicira da je x(s, t) svetlosna povr{. Me|utim, to je u suprotnosti sa
pretpostavkom, pa va`i tvr|ewe teoreme. 
Slede}a teorema se sli~no dokazuje.
Teorema 4.8. ([44]) Ne postoje minimalne nedegenerativne uvijene povr{i
druge vrste sa parametrizacijom (4.12) u prostoru R31.
S druge stane, za povr{i sa konstantnom Gausovom ili sredwom kri-
vinom va`e posledwa dva tvr|ewa.
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Teorema 4.9. ([44]) Nedegenerativna uvijena povr{ druge vrste u prostoru
R31 sa parametrizacijom (4.12) ima konstantnu Gausovu krivinuK = c0 6= 0




) sa parametarskom jedna~inom
(slika 8)






























Teorema 4.10. ([44]) Nedegenerativna uvijena povr{ druge vrste u prostoru
R31 sa parametrizacijom (4.12) ima konstantnu sredwu krivinuH = h0 6= 0
ako i samo ako je deo pseudosfere S21( 1h0 ) sa parametarskom jedna~inom
x(s, t) = ((1− s2)(t+ cs( 1
h0




− 2s(t+ cs( 1
h0
− b)),





gde b ∈ R, c ∈ R0, h0 ∈ R+0 i 1/h0 6= b.
4.4 Zakqu~ak
Uvijene povr{i u euklidskom prostoru E3 uveo je A. Gray 1998. godine.
One nastaju kada profilna ravna kriva rotira oko ta~ke u ravni krive,
pri ~emu ta ravan rotira oko prave koja le`i u toj ravni. Zbog toga se
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uvijene povr{i tako|e nazivaju i dvostruko rotacionim povr{ima. U 3-
dimenzionalnom prostoru Minkovskog, dvostruko rotacione povr{i su
definisali i klasifikovali W. Goemans i I.Van de Woestyne 2013. go-
dine. Oni su dokazali da ako profilna kriva le`i u svetlosnoj ravni, tada
su dvostruko rotacione povr{i svetlosne ravni ili svetlosni konusi.
Me|utim, postojao je otvoren problem da se defini{u dvostruko rota-
cione povr{i u prostoru Minkovskog R31 ~ija profilna kriva le`i u
svetlosnoj ravni, ali tako da one budu prostorne ili vremenske. U ovoj
glavi je predstavqeno re{ewe tog problema - uslov da svetlosna ravan
rotira oko neke prave iz te ravni je zamewen uslovom da ona rotira oko
svetlosne prave koja ima pravac svetlosnog transverzalnog vektora. Na taj
na~in, dobijene su prostorne, vremenske i svetlosne dvostruko rotacione
povr{i. Sprovedena je detaqna analiza degenerativnih i nedegenera-
tivnih uvijenih povr{i druge vrste. Razmatrani su slu~ajevi kada je osa
rotacije svetlosna ili prostorna i odre|ene su eksplicitne parametarske
jedna~ine uvijenih povr{i druge vrste.
Dokazano je da svetlosne uvijene povr{i druge vrste u prostoru Min-
kovskog R31 mogu biti svetlosni konusi ili svetlosne prenosne povr{i.
Tako|e je dokazanodanepostojeminimalnenedegenerativne uvijene povr{i
druge vrste. U odnosu na posmatrani svetlosni transverzalni vektorski
snop, dato je nekoliko eksplicitnih parametrizacija B-skrolova i pseu-
dosfera koje predstavqaju nedegenerativne uvijene povr{i druge vrste sa
konstantnom Gausovom i sredwom krivinom.
Me|utim, svetlosni transverzalnivektorski snopnije jedinstven. Zato
bi bilo od interesa nastaviti daqa istra`ivawa u smislu da se promeni
izbor skrin distribucije u svetlosnoj ravni, {to bi direktno uticalo
na izbor svetlosnog transverzalnog vektorskog snopa, kao i na parame-
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boux helices in Minkowski 3-space, J. Math. Anal. Appl. 439 (2)
(2016), 690–700.
[69] B. O’Neill, Semi-Riemannian geometry with applications to relativity,
Academic Press, New York, 1983.
[70] T. Otsuki, Differential Geometry, (In Japanese), Asakura Publishing
Co. Ltd., 1961.
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5. M. Grbović, E. Nešović, On the Bishop frames of pseudo null and null Car-
tan curves in Minkowski 3-space, J. Math. Anal. Appl., Vol. 461 (2018)
219–233. (M21)
Nau~ni radovi objavqeni u nau~nim ~asopisima nacionalnog zna~aja (M50)
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